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 ר אלכס אייזנברג" סיכומי הרצאות של ד– 2אלגברה לינארית 
 

 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של מטריצות והעתקות לינאריות
 

: כך שF∈λ שונה מאפס וקיים סקאלר ∋nFvאם ∋FMnA)(תהי : הגדרה

Av=λv אנו אומרים ש λשל ) אופייני(מי  הוא ערך עצA ו v וקטור עצמי השייך ל λ 
 

  גם וקטור עצמיVα אזי λ השייך ל A וקטור עצמי של vאם ∋FMnA)(תהי :טענה

 .λ השייך ל Aשל 
 

Av=λv 0vנתון : הוכחה 0vα לכן גם ≠ ) וגם ≠ ) ( )A v Av vα α αλ= =  
 

 det (λI-A)=0מ " אמA הוא ערך עצמי של FMnA∈ ,λ)(תהי : טענה
 

 : הוכחה
)נסמן . א )B I Aλ=  שונה מאפס ∋nFv אז קיים Aהוא ערך עצמי של λ  נניח ש−

) ולכן Av=λv כך ש ) 0Bv I A v v Avλ λ= − = −  detB=0 סינגולרית ולכן Bומר כל=

detנניח . ב 0B 0 סינגולרית דהיינו קיים B אזי = nv F≠  אבל Bv=0 כך ש ∋
( )B I Aλ= ) ולכן − ) 0I A v Iv Av v Avλ λ λ− = ⇒ = ⇒  . כנדרש=

 

VVTתהי : הגדרה  . Fו מעל שדה " מV העתקה לינארית כאשר :→

 אנו  T(v)= λ(v)כך ש F∈λקיים סקאלר , 0 – השונה מ ∋Vvאם עבור  
 .λ השייך ל  T הוא וקטור עצמי של  vע של ההעתקה ו " הוא עλאומרים ש 

:תמיד ניתן להגדיר העתקה לינארית ∋FMnA)(תהי : הערה n n
AT F F→ על ידי 

)הנוסחה הבאה  )AT v Av= לכל nFv∈ ואזי כל ערך עצמי וכל וקטור עצמי של A 
 .הם בעצם ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה

 
VVTתהי : משפט  .Fו ממימד סופי מעל " מ הואV העתקה לינארית כאשר :→

א "ז (T המורכב כולו מוקטורים עצמיים של V בסיס של Г = (V1,V2,….,Vn)יהי 
(T(Vi)=λiVi אזי המטריצה המתאימה להעתקה Tביחס לבסיס זה היא אלכסונית  ,

 :יתירה מזאת היא בעלת הצורה
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 : אזי לפי הגדרהГ ביחס לבסיס T מטריצה של 

1
( )

n

j ij i
i

T v a v
=

= 1 לכל ∑ j n≤  :לכן. ≥

1 1 2 2 ( 1) 1 ( 1) 1... ...j j j j j jj j j j j nj n j ja v a v a v a v a v a v vλ− − + ++ + + + + + + = 
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 :נעביר אגפים

1 1 2 2 ( 1) 1 ( 1) 1... ( ) ... 0j j j j j jj j j j j j nj na v a v a v a v a v a vλ− − + ++ + + + − + + + = 

 
i בסיס ולכן כאשר Гלכן כל המקדמים הם אפסים כי  j≠ 0 אזיija i וכאשר = j= 

ijאזי  ja λ=כנדרש . 

 
VVT מרחב לינארי Vיהי : למה  ,T  וקטורים עצמיים של V1,V2,…,Vk ו :→

ki לכל T(Vi)=λiVi)א "ז( ki שונים זה מזה לכל λi ו 1≥≥   V1,V2,…,Vk אזי 1≥≥
 .בלתי תלויים לינארית

 
1k נוכיח באינדוקציה לפי :הוכחה ≥ 

 .ל"אזי כל הקבוצה היא וקטור בודד שונה מאפס וברור שקבוצה זו הנה בת k=1אם 
 k+1 ונוכיח עבור kנניח נכונות הטענה עבור 

1תהי  2 1, ,..., ,k kv v v v ) כך שTדרת וקטורים עצמיים של  ס+ )i i iT v vλ= כאשר iλ 
1שונים זה מזה לכל  1i k≤ ≤ +. 

1דוקציה נלפי הנחת האי 2, ,..., kv v vנרשום את המשוואה. ל" בת. 

1 1 2 2 1 1(1) ... 0k k k kt v t v t v t v+ ++ + + + = 
 .שר כל המקדמים הם אפסיםונוכיח שהיא מתקיימת רק כא

 
מתקיימת אז ) 1(אם 

1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

(2)0 ( ) ...
k k k

i i i i i i i k k k k k k
i i i

T t v t T v t v t v t v t vλ λ λ λ
+ + +

+ + +
= = =

⎛ ⎞
= = = = + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ 

1kλב ) 1(נכפיל את שני האגפים של   : ונקבל+

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1(3) ... 0k k k k k k k kt v t v t v t vλ λ λ λ+ + + + + ++ + + + = 
 :נקבל) 3(ו) 2(מ

1 1 1 1 2 2 1 2 1(4) ( ) ( ) ... ( ) 0k k k k k kt v t v t vλ λ λ λ λ λ+ + +− + − + + − = 

)1כלומר  ) 0i i k it vλ λ +− ki עבור כל = 0it ולכן בהכרח כל 1≥≥ ) 1( נציב את זה ב=

1ונקבל  1 0k kt v+ + 1 ולכן מכיוון ש = 0kv + 1 כי הוא וקטור עצמי הרי ש≠ 0kt +  ולכן =

1 2 1, ,..., ,k kv v v v  .נדרש בלתי תלויים לינאירת כ+
 

VVTו dim V = nנניח ש : תוצאה  . העתקה לינארית:→
 . ערכים עצמיים השונים זה מזה n יש לכל היותר Tאזי ל  .א
 V של Г ערכים עצמיים השונים זה מזה אזי קיים בסיס n יש Tאם ל  .ב

 ביחס Tיתירה מזאת המטריצה של . Tהמורכב כולו מוקטורים עצמיים של 
 .יא אלכסוניתלבסיס זה ה

 
 :הוכחה

1ע הם שונים זה מזה אזי "אם ע. א 2, ,..., nv v vל לפי הלמה"ע המתאימים הם בת" ו ,

 ל" וקטורים בת nיתכנו לכל היותר  nובמרחב ממימד 
 .Vל ולכן הם בסיס של " וקטורים כאלו אזי הם בתnולכן אם יש . ב
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∑ אזי ∋Vv ויהי V  בסיס שלΦ=(V1,V2,….,Vn)יהיה : תזכורת
=

=
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 .Φ ביחס לבסיס V וקטור זה נקרא וקטור המקדמים של #

 
VVTתהי   אזי Φ ביחס לבסיס T מטריצה של Aותהי .  העתקה לינארית:→

[ ] [ ]( )A v T v
Φ Φ
= 

 
 הוא ∋Vvיתירה מזאת , Aע של " אם ורק אם הוא עTע של " הוא עF∈λ: טענה

] אם ורק אם λ השייך ל Tוקטור עצמי של  ] nv F
Φ
 השייך A הוא וקטור עצמי של ∋

 .λל 
 

0v אזי T(v)= λ(v) אם ⇐ :הוכחה ] וגם ≠ ] 0v
Φ
 לכן ≠

[ ] ( ) [ ] [ ]A v T v v vλ λ
Φ Φ ΦΦ

⎡ ⎤= = =⎣ ] וגם Aע של " עλ כלומר ⎦ ]v Φ
 הוא וקטור עצמי 

 .Aשל 
 

,)(תהיינה : תזכורת FMBA n∈ אזי אומרים שהם דומות זו לזו אם קיימת מטריצה 

ות היא שהן מייצגות את אותה ההעתקה המשמע . A=P-1BP כך ש Pהפיכה 
 .בבסיסים שונים

 
 . ולהפךBע של "  הוא עAע של "כל ע: טענה

 
Fλ נניח ש :הוכחה 0א קיים "ז, Aע של " ע∋ v V≠ Av כך ש∋ vλ= אזי 

1P BPv vλ−  : משמאל ונקבלPגפים ב נכפיל את שני הא , =
BPv Pvλ=א " ז( ) ( )B Pv Pvλ= . וקטורPv שונה מאפס כי P   הפיכה ולכןPv 

 Bע של " עλ ו Bוקטור עצמי של 
 

nxn :תזכורת כפל מטריצות nxn nxnA B C=בר זהה ל וכל אי:
1
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ij ik kj
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c a b
=
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 לפי עמודות Bנרשום את 
1

1 2, ( , ,..., )
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JJK JK JJK JJK
 ואז נרשום את נוסחת הכפל #

j jA B C=
JJK JJK
i כאשר jCהיא העמודה ה j של C. 

 

AI: מקרה פרטי A= 1 אבל 2( , ,..., )nI e e e=
JK JJK JJK

j לכן  jA e A=
JJK JJK
i ואם A הפיכה אזי 

1
j je A a−=
JJK JJK
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FMA)(תהי : טענה n∈ ויהי Г = (V1,V2,….,Vn) בסיס של nF המורכב כולו

אזי A(Vi)=λiVi)א "ז (Aמוקטורים עצמיים של 

1
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 P-1AP =  

 .Г  עמודת מקדמים של איברי הבסיסVi כאשר )=V1,V2,….,Vn) P כאשר
 

jA הם בעצם AP העמודות של :הוכחה v
JJK
i 1 לכל j n≤ iא הן "ז ≥ ivλ כלומר 

1 1 2 2( , ,..., )n nAP v v vλ λ λ= 1 ולכן 1 1 1
1 1 2 2( ( ), ( ),..., ( ))n nP AP P v P v P vλ λ λ− − − א " ז=−

1 הם מן הצורה P-1APהעמודות של  ( )i iP vλ− 1 לכל j n≤ 1 אבל ≥
j jP v e−  jv כי =

1 ולכן נקבל  Pהנה עמודה של  ( )i i i iP v eλ λ−  . ולכן המטריצה אלכסונית=
 

 ניתנת ללכסון אם קיימת nxn מן הצורה Aטריצה אנו אומרים שמ: הגדרה
  P-1AP=B כך ש Bומטריצה אלכסונית  Pמטריצה הפיכה 

 
FMA)(: טענה n∈מ קיים בסיס " ניתנת ללכסון אמГ = (V1,V2,….,Vn) של 

nF המורכב כולו מוקטורים עצמיים שלA .ה אז אם קיים בסיס כז, יתירה מזאת

V1,V2,….,Vn) P=( ו 
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B= כאשר A(Vi)=λiVi לכל ni ≤≤1. 
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 הפולינום האופייני
 

): הגדרה ) AtItf  .A נקרא הפולינום האופייני של מטריצה =−

 
 :תזכורת פולינומים

)ביטוי פורמלי  ) 2
0 1 2 ... n

nf t a a t a t a t= + + + ia אם Fמעל שדה  נקרא פולינום + F∈ 

niלכל  ≤≤1. 
0ma הגדול ביותר עבורו mמספר    – f degf נקרא המעלה של פולינום ≠

 כאן הדרגה , אם כל המקדמים של הפולינום הנם אפסים הוא נקרא פולינום האפס
 .אינה מוגדרת

0אם  0f a= 0deg ניתן לזהות עם הסקלר ≠ 0,f a F= ∈  

0אם  1f a a t=  .1 ביטוי לינארי שהוא פולינום ממעלה +

)deg אינם פולינומי אפס אז f,gאם :1עובדה  ) deg degf g f g= +i 
deg,אם : 2עובדה  ,degm n g m f n< =  : אזי=

1
0 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...m m n

m m m nf t g t a b a b t a b t a t a t+
++ = + + + + + + + + + 

 
 :תזכורת דטרמיננטות

nS - 1} קבוצת כל התמורות של... }n כלומר אם nSσ  אזי היא ∋

1 2
...

(1) (2) ( )
n
n

σ
σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
1

1
even

sign
odd
σ

σ
σ

−⎧
= ⎨− −⎩

 

 
FMA)(אם  n∈ 1 אזי (1) 2 (2) ( )det ( ) ... n n

Sn
A A sign a a aσ σ σ

σ

σ
∈

= = ∑ 

FMA)(תהי : משפט n∈אזי ( ) ∑
=

=−=
n

i

i
itaAtItf

0
Faiכאשר  ni לכל ∋ ≤≤1, 

): ומתקיים ) 1,,det1 10 =−=−= − nn
n atrAaAa כאשר ∑

=

=
n

i
iiatrA

1

 

) :traceתכונות  ) ; ( ) ( )tr A B trA trB tr AB tr BA+ = + = 
 

 :הוכחה
11 1 11 12 1

1 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n

m mn n n nn

t a a f t f t f t
tI A

a t a f t f t f t

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… "
# % # # % % #

" "
 

 

כאשר 
( )

( )
ij ij

ij ij

i j f t a

i j f t a t

≠ ⇒ = −

= ⇒ = − +
 

 
1זאת אומרת  (1) ( )( ) det( ) ( ) ( )... ( )A n n

Sn
f t tI A sign f t f tσ σ

σ

σ
∈

= − = ∑ 

1: נסמן (1) ( )( ) ( ) ( )... ( )n ng t sign f t f tσ σ σσ= 

( )g tσ פולינום עם deg n≤ ממעלה  או פולינום האפס ולכן גם סכום הפולינומים

 nקטנה או שווה ל
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)ום פולינ )g tσ הוא פולינום ממעלה n אם ורק אם כל הפולינומים ( ) ( )i if tσ הם 

)ממעלה אחת כלומר  )i iσ=אחרת הוא ממעלה אפס או פולינום האפס . 

)א פולינום "ז )g tσ הוא ממעלה n אם ורק אם idσ =. 

Snσלא קיימת  ) כך ש∋ )g tσ הוא ממעלה n-1 מכיוון שתמיד יהיה מספר זוגי של 

 צריך שרק איבר אחד לא ישלח לעצמו ואין n-1מ להגיע ל "החלפות מקום וע
 .תמורה כזו

 
): מסקנה ) ( ) ( ) deg( ( )) 2A id

Sn
id

f t g t g t g t nσ σ σ
σ
σ
∈
≠

= + ← ≤ −∑ 

degכלומר  ( )Af t n= 
 

2:  נסמן 1
0 1 2 1

n n
id n ng c c t c t c t c tσ

−
−= + + + + +" 

2: אזי 1
0 1 2 1( ) n n n

A n n nf t a a t a t a t a t− −
− −= + + + + +" 

1כאשר  1;n n n na c a c− −= = 
 

: כעת
1

11 22 11 22 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) n n
id nn nn n ng f t f t f t t a t a t a c c t c t c tσ

−
−= ⋅ = − − − = + + + +" " " 

 
1ncברור מדוע  1nc אבל מדוע = trA− = −? 

1אם : טענת עזר
1 2 0 1 1( )( ) ( ) n n

n n nt t t d d t d t d tα α α −
−− − − = + + + +"  אזי "

1
1

n

n i
i

d α−
=

=  )nלהוכיח באינדוקציה על  (∑−

1ncוזהו בדיוק המקדם של  1naן כ ול− trA− = − 
 

0נותר להוכיח כי  ( 1) detna A= −: 
2 1

0 1 2 1( ) n n n
A n n nf t a a t a t a t a t− −

− −= + + + + +" 

0 1 (1) ( )(0) ( ) (0)... (0)A n n
Sn

a f sign f fσ σ
σ

σ
∈

= = ∑ 

) כל פולינום קטן נראה t=0אבל ברור שעבור  ) ( )i i i if aσ σ= − 

ולכן נקבל 

0 1 (1) ( ) 1 (1) ( )(0) ( )( 1) (0)... (0) ( 1) ( ) (0)... (0) ( 1) detn n n
A n n n n

Sn Sn
a f sign f f sign f f Aσ σ σ σ

σ σ

σ σ
∈ ∈

= = − = − = −∑ ∑
 

) אז B דומה לA אם :טענה ) ( )tftf BA = 
 

1B הפיכה כך שPאזי קיימת מטריצה  B דומה ל A אם :הוכחה P AP−=ולכן  
1 1 1( )P tI A P P tIP P AP tI B− − −− = − = − 

1 1 1( ) det( ) det( ( ) ) det det( )det ( )det ( )
detB A Af t tI B P tI A P P tI A P f t P f t
P

− −= − = − = − = =

 
 
 

 :תזכורת
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1na כך שn פולינום ממעלה fאם  .1   . הוא פולינום מתוקן f אנו אומרים ש=

Fαאם  .2 ) מקיים ∋ ) 0f α   .f  הוא שורש שלα אנו אומרים ש=
 . שורשיםn אז יש לו לכל היותר  n פולינום ממעלה fאם  .3
 שני פולינומים שאינם פולינומי האפס אזי קיימים שני פולינומים f,gיהיו  .4

r(t),d(t) כך ש deg ( ) deg ( ); ( ) ( ) ( ) ( )r t g t f t g t d t r t< = +i או r(t) פולינום 
 .האפס

Fαלכל : תוצאה ) כך ש u(t) קיים ∋ ) ( ) ( ) ( )f t t u t fα α= − + 
)כאן : הוכחה )g t t α= )0 לכן − )r t a F= )0א " ז∋ ) ( ) ( )f t t u t aα= − t נציב + α= 

)0ונקבל  )f aα  . כנדרש=

) מתחלק בפולינום f(t): 2תוצאה  )g t t α=  .f שורש של αמ " אמ−

deg כך שC פולינום מעל  fאם : המשפט היסודי של האלגברה 1f  אזי קיים ≤

α  . f אחד לפחות שהוא שורש של ^∋
)detלמדנו טענה : תזכורת ) 0I Aλ −  .Aע של " הוא עλמ" אמ=

Fλ :מסקנה ) שורש של λמ " אמAע של " הוא ע∋ )Af t. 

)נובעת מכך ש : הוכחה ) det( )Af t tI A=  . נקבל את המשפטλ וכשנציב את −
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 ם המינימליהפולינו
  פולינום fיהי

0
0 ; ; ( )

k
i

i i
i

i k a F f t a t
=

≤ ≤ ∈ = ) ותהי ∑ )nB M F∈  

2: רנגדי
0 1 2

0
( )

k
i k

i k
i

f B a B a I a B a B a B
=

= = + + + +∑ " 

)ברור כי  ) ( )nf B M F∈ 

 .f מאפסת את B אנו אומרים שf(B)=0אם : הגדרה
)תהי  :טענה )nB M F∈ אזי קיים פולינום מעל שדה F  שאינו פולינום האפס 

 .Bי מטריצה "המתאפס ע
): הוכחה )nM Fרחב לינארי מעל שדה  הוא מf 2 יתירה מזאתdim ( )nM F n= נסמן 

2k n= 2 ונתבונן בסדרת מטריצות, , ,..., kI B B B בסדרה זו יש k+1 מטריצות דהיינו 
0א קיימים מקדמים "הן  תלויות לינארית ז 1, ,..., ka a a F∈ לא כולם אפס כך ש 

2
0 1 2 0k

ka I a B a B a B+ + + + =" 

נגדיר פולינום 
0

( )
k

i
i

i
f t a t

=

=  f(B)=0 אזי הנוסחה האחרונה מקבלת את הצורה שבה ∑

 . איננו פולינום האפסf אבל 
 

 נקרא Aי מטריצה "הפולינום המתוקן ממעלה מינימלית המתאפס ע: הגדרה
 .Aהפולינום המינימלי של 

 
 .וא יחידמינימלי הום ההפולינ: טענה

 
ברור .  השונים זה מזהf,g יש שני פולינומים מינימליים Bנניח שלמטריצה : הוכחה

degש  degk f g=  : אזי=
2 1

0 1 2 1
2 1

0 1 2 1

( )

( )

k k
k
k k

k

f t a a t a t a t t

g t b b t b t b t t

−
−

−
−

= + + + + +

= + + + + +

"
"

 

)נתבונן ב ) ( ) ( )r t f t g t= איננו פולינום האפס הוא פולינום ממעלה  r(t)לפי הנחה , −

1m k≤ − :2 1
0 0 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k

k kr t a b a b t a b t a b t −
− −= − + − + − + +  ברור ש "−

( ) ( ) ( ) 0r B f B g B= − 2: כמו כן נרשום. = 1
0 1 2 1( ) m m

m mr t c c t c t c t c t−
−= + + + + +" 

;1כאשר  0mm k c≤ − ≠  . 

2ונקבל  10 11 2
1( ) ( )m mm

m m
m m m m

c cc c
r t c t t t t c r t

c c c c
−−⎛ ⎞

= + + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 אבל " ( )r t מתוקן ו 

1 ( ) 0r B  . לא יכולים להיות שונים זה מזהf,g ולכן f,gרה למינימליות של  בסתי=
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 מעבר בסיסים
 

F :T שני מרחבים לינאריים מעל V,Wנניח כי  V W→יהי .  העתקה לינארית, 'Γ Γ 

, וVשני בסיסים של  'Φ Φשל ים בסיס W . סימנו[ ]A T Γ
Φ= בתור מטריצת ההעתקה 

Φ,ביחס לבסיסים  Γ 

:vI V V→ כך ש ( )vI v v= לכל v V∈ נקראת העתקת הזהות ב V .נניח שP 
Γל'מטריצת המעבר מ Γ אזי '[ ]vI PΓ

Γ = 
 

' :בסימונים הקודמים: טענה '
' '[ ] [ ] [ ] [ ]T Iw T IvΓ Φ Γ Γ

Φ Φ Φ Γ=  

]: נסמן ]A T Γ
Φ= המטריצה שלT ביחס ל ,Φ Γ 
'
'[ ]B T Γ

Φ= המטריצה שלT  ביחס ל', 'Φ Γ 

P – ל' מטריצת המעבר מΓ Γ -מטריצה הפיכה  
Q- ל' מטריצת המעבר מΦ Φ -מטריצה הפיכה  

ת  נקראות שקולות ולא שקולוB וAכאן  (B=QAPואז הנוסחה תראה כך 
 .שורה
': מקרה פרטי '; ;v wΓ = Φ Γ = Φ ':  ואז מקבלים= '

' '[ ] [ ] [ ] [ ]T Iv T IvΓ Γ Γ Γ
Γ Γ Γ Γ= 

[ ]A T Γ
Γ= המטריצה שלT ביחס ל Γ 
'
'[ ]B T Γ

Γ= המטריצה שלT  ביחס ל'Γ 

1Bואז נקבל את הנוסחה  P AP−= ואז Aו Bנקראות דומות . 
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 פולינומים שמקדמיהם מטריצות
2יטוי מן הצורה ב: הגדרה

0 1 2( ) ; ( );0k
k i nf t A A t A t A t A M f i k= + + + + ∈ ≤ ≤" 

 . הוא פולינום שמקדמיו מטריצות
)קבוצת כל הפולינומים מסוג זה יסומנו :סימון )[ ]nM f t. 

)אם :הערה ) ( ) ( )f t u t g t= בהנחה ש t סקלאר בכפל פורמלי של פולינומים אין זה 
)אומר ש  ) ( ) ( )f B u B g B= 
): דוגמה ) ( )[ ]nf t tI A A tI M f t= − = − + ∈  

2 2 2 2( ) ( ) ( )( ) 2 ( )f t f t tI A tI A t I tA At A t I tA A g t= − − = − − + = − +  ומספיק שנבחר =

AB כך ש Bמטריצה  BA≠  2 ונקבל 2 2 22B I BA AB A B I BA A− − + ≠ − כפי שרצינו +
 .להדגים

 
0יהי :טענה 1( ) m

mu t c tc t c= + + )כאשר  "+ )k nc M f∈ 0 לכל k m≤  וקיימת ≥

)מטריצה  )nA M f∈ נניח ש ( ) ( ) ( )tI A u t g t−  כאשר הכפל הפורמלי נעשה בהנחה =

)תהי .  סקלארTש  )nB M f∈ כך ש AB BA= אזי נקבל ( ) ( ) ( )B A u B g B− = 

 : סקלאר t בהנחה ש g(t)ורמלית את נחשב פ: הוכחה

( )( ) 2 1
0 1 0 1 0 1

2 1
0 0 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )

m m m
m m m

m m
m m m

tI A c tc t c tc t c t c Ac tAc t Ac

Ac t c Ac t c Ac t c Ac t c g t

+

+
−

− + + + = + + + − − − − =

− + − + − + + − + =

" " "

"
 

 g(B) ב Bנציב את 
2 1

0 0 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )m m
m m mg B Ac B c Ac B c Ac B c Ac B c+−= − + − + − + + − +" 

: מצד שני

( ) ( ) 2 1
0 1 0 1 0 1

2 1
0 0 1 1 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

m m m
m m m

m m
m m m

B A u B B A c Bc B c Bc B c B c Ac BAc B Ac

Ac B c Ac B c Ac B c Ac B c

+

+
−

− = − + + + = + + + − − − − =

− + − + − + + − +

" " "

"
 

)ושני הפיתוחים זהים לחלוטין ולכן  ) ( ) ( )B A u B g B−  . כנדרש=

0אם :תוצאה מהטענה 1( ) m
mu t c tc t c= + + )שר  כא"+ )k nc M f∈ 0 לכל k m≤ ≤ 

)ו ) ( ) ( )tI A u t g t−   g(A)=0אזי .  סקלארT כאשר הכפל הפורמלי נעשה בהנחה ש =

) מתחלף עם עצמו ולכן נציב A כי AA=AA: הוכחה ) ( ) ( ) ( ) 0A A u A g A g A− = ⇒ = 
 

)י "נסמן ע: סימון [ ])nM F t קבוצת כל המטריצות שאיבריהן פולינומים מעל F. 

2יהי : דוגמא
0 1 2( )f t c c t c t= + 0 כאשר + 1 2

1 2 3 0 0 1
; ;

0 1 0 4 0 1
c c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

:  אזי

2
2

2

1 2 3 0 0 1 1 3 2
( )

0 1 0 4 0 1 0 1 4
t t

f t t t
t t

− ⎛ ⎞+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

כלומר שפולינום שמקדמיו מטריצות זוהי בעצם מטריצה שאיבריה פולינומים 

)iויסומן ב)  כאל סקלרtכאשר מתייחסים ל( )f t 
)ע ועל בין אברי "קיימת התאמה חח: 1 טענה ) ( )[ ]nf t M f t∈ לבין איברי 

i( ) ( [ ])nf t M F t∈ 

,עבור : 2טענה  ( )[ ]nf g M f t∈ מתקיים k i if g f g+ = + 

,עבור : 3טענה  ( )[ ]nf g M f t∈מתקיים  j iifg f g= 
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 משפט קיילי המילטון
)תהי : משפט )nA M f∈ אזי ( ) 0Af A ) כאשר = )Af t הוא הפולינום האופייני של 

 Aמטריצה 

: הערה
( ) det( )
( ) det( ) det(0) 0

A

A

f t tI A
f A A A

= −
= − = =

 

)תהי  :תזכורת )nA M f∈ , דטרמיננטת המטריצה המתקבלת מAי מחיקת שורה " ע

I ועמודה j נקראת המינור של A המתאים לכל איבר ija נסמן כל מינור ijM. 

): נסמן 1)i j
ij ijA M+=  ija זהו המשלים האלגברי של −

1לכל  i n≤ מתקיים  ≥
1

det
n

ij ij
j
a A A

=

1 לכל ∑= i k n≤ ≠ ≤ 
1

0
n

ij kj
j
a A

=

=∑ 

 Aהמטריצה המצורפת של :  נסמן

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

A A A
A A A

c AdjA

A A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # % #
"

 

)הוכחנו בסמסטר שעבר כי  )
det 0

*
0 det

A
A AdjA

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"
 

detוכן שאם  0A 1 אזי ≠ 1
det

A AdjA
A

− = 

): נסמן ) ( )[ ]nA t tI A M F t= − i אזי ∋

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( [ ])

n

n
n

n n nn

t a a a
a t a a

A t M F t

a a t a

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟= ∈
⎜ ⎟
⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠

"
"

# # % #
"

 

iנסמן ) 1( i( ) ( ) ( [ ])nAdjA t C t M F t= : נקבל(*)  ואזי לפי ∋

i i
i

i

det ( ) 0
( ) ( ) ( [ ])

0 det ( )
n

A t
A t C t M F t

A t

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"

idet אבל  ( ) ( )AA t f t= כלומר הוא 

  Aהפולינום האופייני של 
 

,יהיו : רשמנו הטענה הבאה , ( )[ ]nu f g M F t∈ ו � i i, , ( [ ])nu f g M F t∈ המתאימים אזי 

u fg=  אם ורק אם � i iu f g= 
))2(גוררת את השוויון הבא ) 1(לכן  ) ( ) ( )AA t C t f t I= אבל ( )A t tI A= ן  נסמ−

0
( )

n
i

A i
i

f t b t
=

= ) 3( ונקבל סופית ∑
0

( ) ( ) ( )
n

i
i A

i
tI A C t b t f t I

=

− = =∑ 
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)הוכחנו טענה שאם  ) ( ) ( )tI A C t f t− ) כאשר = ) ( )[ ]nC t M f t∈ אזי ( ) 0f A  ולכן =

כאן נקבל 
0

( ) ( ) 0
n

i
A i

i
f A A b I

=

= ) כלומר לסיכום הוכחנו כי לכל ∑= )nA M f∈ מתקיים 

( ) 0Af A =. 
 

]יהי :טענה ]u F t∈אם .  שאיננו פולינום האפס( ) 0u A )תחלק ב מ  u אז = )Am t 

 .בלי שארית) Aהפולינום המינימלי של (
)נחלק את :הוכחה )u tב ( )Am t עם שארית אזי נקבל ( ) ( ) ( ) ( )Au t d t m t r t=  כאשר +

deg ( ) deg ( ); ( ), ( ) [ ]Ar t m t d t r t F t<  .0 או ∋

tנציב  A= 0 ונקבל ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0Au A d A m A r A r A= = + ⇒ = 

:  איננו פולינום האפס אזי נקבלr(t)נניח בדרך השלילה ש 

0 1

0 1
1 1

( ) ; 0

( ) ;deg ( ) deg ( ) deg ( )

k
k k

k
k A

k k

r t c c t c t c
c cc r t t t r t r t m t
c c

= + + + ≠

= + + + = <

"

"
)1 וכן  ) 0r A  וזאת בסתירה =

)למינימליות של  )Am t . ולכןr(t)חייב להיות פולינום האפס . 
 

  :משפט קיילי המילטון צורה סופית
)לכל  )nA M f∈ : 

). א )Af tמתחלק ב ( )Am tללא שארית . 

deg. ב ( )Am t n≤ 
 :הוכחה
)הוכחנו ש .א ) 0Af A ) וגם הוכחנו שאם = ) 0f A )מתחלק ב f אזי = )Am t בלי 

)שארית לכן  )Af tמתחלק ב ( )Am tללא שארית . 

) .ב ) 0Af A ) כמו כן = )Af t הוא פולינום מתוקן ולכן deg ( ) deg ( )A Am t f t n≤ = 
 

)יהי : טענה ) ( )[ ]ng t M F t∈ שאינו פולינום האפס כך ש ( ) 0g A  אזי קיים פולינום =

( ) ( )[ ]nh t M F t∈ כך ש ( ) ( ) ( )g t tI A h t= −  

1kלכל : טענת עזר ) מתקיים ≤ ) ( )k k
kt I A tI A h t− =  כאשר −

1
1

0
( )

k
i k i

k
i

h t t A
−

− −

=

= ∑ 

1 :הוכחה 2 2 3 2 1( ) k k k k k
kh t A tA t A t A t I− − − − −= + + + + +" 

: לכן
1 2 2 3 2 1

1 2 2 3 3 1 1 2 2 2 2 1

( )( )k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

tI A A tA t A t A t I
tA t A t A t A t I A tA t A t A t I t A t I A

− − − − −

− − − − − − − −

− + + + + + =

+ + + + + − − − + + + − = −

"
" "

 . כנדרש
0: בצורה המפורשת g(t)נרשום את : הוכחת הטענה 1( ) l

lg t c tc t c= + +  אזי "+

0 10 ( ) l
lg A c Ac A c= = + + ונקבל . "+

2 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l

lg t g t g A tI A c t I A c t I A c= − = − + − + + −" 

: לכן
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
l l l

i i
i i i i i

i i i
g t t I A c tI A h t c tI A h t c tI A h t

= = =

= − = − = − = −∑ ∑  . כנדרש∑

)הפולינום :טענה )Am tמתחלק ב ( )Af tללא שארית . 
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)ת נרשום א: הוכחה )Am tבצורה מפורשת  :
0

( )
k

i
A i

i
m t a t

=

= ∑  

נגדיר פולינום 
0

( ) ( )
k

i
A A i

i
m t I M t a t I

=

= =∑  

( ) 0Am A ) ולכן גם = ) 0AM A ) ולכן לפי הטענה הקודמת קיים = ) ( )[ ]nh t M F t∈ כך 

)ש ) ( ) ( )AM t tI A h t= j) לפי האיזומורפיזם( נעבור למטריצות − kk( ) ( ) ( )AM t tI A h t= − 

kכלומר 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) 0
( )

0 ( )

n
A

n

A
n n nn

t a a a
m t

a t a a
h t

m t
a a t a

− − −⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − − −⎝ ⎠

"
…

#
# % #

# # % #
"

"

 נקח את 

)kונקבל . הדטרמיננטה של שתי האגפים ) ( )det ( )n
A AM t f t h t= כלומר הפולינום 

 .האופייני מחלק את הפולינום המינימלי בלי שארית
 

)תהי : תוצאה )nA M f∈התנאים הבאים שקולים : 
 Aע של מטריצה " הוא ע ∋Fλ .א
) .ב ) 0Af λ = 

) .ג ) 0Am λ = 
 :הוכחה

 .הוכחנו כבר- ב  ⇔א 
) - ג ⇐ב  ) ( )d( )n

A AM t f t t= ולכן ( ) ( )d( )n
A AM fλ λ λ= ולכן ( ) 0n

AM λ  כלומר =

( ) 0Am λ =  

)1 לפי משפט קיילי המילטון – ב ⇐ג  ) ( ) ( )A Af t m t d t= אבל לפי הנחה ( ) 0Am λ = 

)ולכן  ) 0Af λ = 
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 :Cהשלמה בנושא הפולינומים מעל 

)יהי  ) [ ]f t t∈^אזי  : 

α יש שורש אחד לפחות  fל  .א  )הנשפט היסודי של האלגברה (^∋
,1אם  .ב , kα α… הם השורשים השונים של f אזי 

1 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) knn n

n kf t a t t tα α α= − −   f המקדם העליון של - na כאשר "−

1
;1 ; 1

k

i i
i
n n i k n

=

= ≤ ≤ ≥∑ 

)יהי  .ג ) [ ]g t t∈^אם ,  שאינו פולינום האפסf מתחלק ב g  בלי שארית אזי כל 

יתירה מזאת ,  f הוא שורש של gשורש של 
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) kmm m
m kg t b t t tα α α= − −  gם העליון של  המקד- mb כאשר "−

1
;0 ; deg

k

i i i
i
m m m n m g

=

= ≤ ≤ =∑ 

)תהי :תוצאה )nA M∈  : אזי^

1 .א 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) knn n

A kf t t t tλ λ λ= − − 1 כאשר "− ; ii k λ≤ ≤  הם הערכים ^∋

 השונים זה מזה בפרט Aהעצמיים של 
1

k

i
i
n n

=

=∑ 

1 .ב 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) kll l

A km t t t tλ λ λ= − − 1 כאשר "− i il n≤ ≤ 
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 חבי מכפלה פנימיתמר
 

 :מכפלה סקלארית
 Rו מעל " מVיהי 

Vuvהעתקה המתאימה לכל זוג של וקטורים : הגדרה ) את מספר ,∋ ) Rvu ∈, 
 :נקראת מכפלה סקלארית אם היא מקיימת את הדרישות הבאות

) .א ) ( )uvvu ,,  . סימטריות- =

) .ב ) ( ) ( )vuvuvuu ,,, 2121 Vuuv לכל +=+ ∈21  . לינאריות- ,,

Vuvלכל  .ג ) מתקיים R∈α ולכל ,∋ ) ( )vuvu ,, αα  . הומוגניות- =

) שונה מאפס אזי ∋Vvאם  .ד ) 0, >vv -חיוביות . 
  :דוגמאות

)3: פלה הסקלארית הקלאסיתהמכ .א , ) cos ; ,v u u v v u Rϕ= ∈ 

, .ב nu v R∈ כלומר 

1 1

2 2

n n

u v
u v

u v

u v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
 נגדיר 

1
( , )

n

i i
i

u v x y
=

= ∑ 

1 בסיס כלשהו V נבחר בR מימדי מעל n מרחב Vיהי  .ג nv v… ונבחר n 
1מספרים  na a…יהו .  חיוביים,u v V∈ שרירותיים אזי 

1 1
;

n n

i i i i
i i

u v v vα β
= =

= =∑  נגדיר ∑
1

( , )
n

i i i
i

u v aα β
=

= ∑ 

V([0,1])נסמן  .ד C= - קבוצת כל הפונקציות הרציפות בעלות תחום ההגדרה 

f, עבור [0,1] g V∈ נגדיר 
1

0

( , ) ( ) ( )f g f t g t dt= ∫ 

): 1טענה  )
1 1

, ,
k k

m m m m
m m

u v u vα α
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 1 לכל ∑ 2 1 2, ..., , , ..., ,k ku u u v Vα α α ∈ ∈\ 

): 2טענה  )
1 1

, , ,
k k

m m m m
m m

v u v uα α
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ 

,0): 3טענה  ) ( ,0) 0u u= u לכל = V∈ 
 

 :מרחבים אוניטריים
 

u,ההעתקה המתאימה לכל זוג  , C מרחב וקטורי מעל Vיהי : הגדרה v V∈ מספר 
( , )u v  : נקראת הרמטית אם היא מקיימת את התנאים הבאים^∋

). א ) ( ), ,u v v u= -הרמטיות . 

). ב ) ( ) ( )vuvuvuu ,,, 2121 Vuuv לכל +=+ ∈21  . לינאריות- ,,
Vuvלכל . ג ) מתקיים R∈α ולכל ,∋ ) ( )vuvu ,, αα  . הומוגניות- =
) שונה מאפס אזי ∋Vvאם . ד ) 0, >vv -ממשי וחיובי . 

 
מרחבים .  שבו מוגדרת מכפלה פנימית נקרא מרחב אוניטריCו מעל "מ: הגדרה

 .אוקלידיים ואוניטרים נקראים מרחבי מכפלה פנימית
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VvuC מרחב אוניטרי Vיהי :טענה ∈∈ ,,,βα אזי ( ) ( )vuvu ,, βαβα = 

): הוכחה ) ( ) ( ) ( ) ( )vuvuuvuvvu ,,,,, βααβαβαββα ==== 

VvuuuC מרחב אוניטרי Vיהי : טענה kk ∈∈ ,...,,,...,, 2121 αααאזי : 

 ( )
1 1

, ,
k k

m m m m
m m

u v u vα α
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ 

 :הוכחה
 :נוכיח באינדוקציה

) נקבל k=1אם  ) ( )vuvu ,, αα  וש של המכפלה ההרמטית מתכונה של=

 : ואכןk+1 ונוכיח עבור Kנניח נכונות הטענה עבור 

( ) ( )

1

1 1 1 1
1 1 1

1

1 1
1 1

, , , ( , )

, ( , ) ,

k k m

m m m m k k m m k k
m m m

k k

m m k k m m
m m

u v u u v u v u v

u v u v u v

α α α α α

α α α

+

+ + + +
= = =

+

+ +
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

)בתנאי הטענה הקודמת : טענה )
1 1

, ,
k k

m m m m
m m

v u v uα α
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ 

) :הוכחה ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

, , , , ,
k k k k k

m m m m m m m m
m m m m mm m

v u u v u v u v v uα α α α α
= = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

 אך יש לזכור R אותן התכונות נכונות גם במרחבים אוקלידים מעל :הערה
ααשבמקרה זה   .R∈α לכל =

 

) מרחב מכפלה פנימית נסמן Vיהי : סימון )vvv  תמיד גדול (v,v)מוצדק כי  (=,

 . 'מאפס לפי תכונה ד
 

0v: 1טענה  v לכל ≤ V∈ 0 יתירה מזאתv  )נובע מההגדרה (V=0מ " אמ=

VvF מרחב מכפלה פנימית Vיהי : 2טענה  ∈∈ ,α אזי Vv αα =. 

 :נוכיח עבור המקרה האוניטרי:הוכחה

2: תזכורת 2, ; ;x y x iy x yα α∈ = + = +\ 

2x אזי y=0אם  xα = = 

αלכל  ∈^ 
22 ;reα α α αα α+ = = 

): הוכחה )2 2 2, ( , )v v v v v vα α α αα α= = Vv ולכן = αα = 

Vuv מרחב מכפלה פנימית Vיהי : טענה ) אזי ,∋ ) 22 ,2 vvureuvu ±±=± 

 :הוכחה

2

2 2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 2 ( , )

u v u v u v u u v v u v u u u v v u v v

u u v u v v u re u v v

+ = + + = + + + = + + + =

+ + + = + +
 

 

Vuv מרחב מכפלה פנימית Vיהי : הגדרה ∈≠ ) נסמן 0, ) ( )
vu
vuvu ,,cos = 

 :דוגמא
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 אי שויון קושי שוורץ
 

Vuv מרחב מכפלה פנימית Vיהי : משפט  : אזי,∋

1.( ) vuvu ≤, 

 . תלויים לינאריתu,vהשויון מתקיים אם ורק אם . 2
 

 :דוגמאות

2ב  .א 3R orR 
( , ) cos

( , ) cos

v u u v

v u u v u v

ϕ

ϕ

=

= ≤
 

, .ב nu v R∈ כלומר 

1 1

2 2

n n

u v
u v

u v

u v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
 נגדיר 

1

( , )
n

i i
i

u v x y
=

= ∑ 

1 1 1

n n n

i i i i
i i i
x y x y

= = =

≤∑ ∑ ∑ 

: ל מקבל את הצורה" אי השויון הנ^nב  .ג
2

2 2

1 1 1

n n n

i i ii
i i i
x y x y

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ 

]) .ד , ])V C a b= -פונקציות הרציפות המוגדרות על  קבוצת ה[a,b]:  
2

2 2( , ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a

f g f t g t dt f t g t dt f t dt g t dt= ⇒ ≤∫ ∫ ∫ ∫ 

 :הוכחה
 

 :נחשב את הביטוי הבא. שלב א
2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

; ; ( , )

2 ( , )

2 ( , )

2

2

( )

( ( , ) )

u v v u v

u v u re u v v

u re u v v

u re

u

u

u

v v u u v

α β α β

α β α αβ β

α αβ β

α αββ β α

α α β β α

α β α

α α β

− = ∈ = ∈

− = − + =

− + =

− + =

− + =

− =

− =

−

\ ^

 

 
 :שלב ב

0vאם .  א  אזי ≠
2

2 2 2
2( , ) 0

u v
v u u v

v

α β−
− = ≥  
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ומכאן 
2 2 2( , )

( , )

u v v u

u v v u

≤

≤
 

0vאם  0 אזי = ( , ) 0u v v u= = = 

α, תלויים לינארית זאת אומרת קיימים u.vנניח ש .ב β  כך ש ^∋
0u vα β+  :יש שני אפשרויות.  כאשר לפחות סקלאר אחד שונה מאפס=

0αאם . 1 0β אזי = 0vβ וגם ≠ 0 ואזי v=0 כלומר = ( , ) 0u v v u= = = 

0αאם . 2 u אז ≠ vβ
α

= uא " ז− tv= כאשר t β
α

= −   ואזי ^∋

2( , ) ( , ) ( , )u v tv v t v v t v tv v u v= = = = = 

 
(1)נניח :  השניבכיוון ( , )u v v u= ונוכיח ש u,vתלויים לינארית  

u,לכל  v V∈ מתקיים 
2 2 2 2 2( ( , ) )u v v v u u vα β− = מתקיים אזי ) 1( אם −

2 0u vα β− 0uא " ז= vα β−  כאשר =
2vα  :שרויותיש שני אפ. =

0αאם  .א 0β אזי = 0vβ וגם ≠  . תלויים לינאריתu,v ולכן v=0 כלומר =

0αאם  .ב 0u אזי ≠ vα β−  . והם תלויים לינארית=
 

xאם :תזכורת iyα = + 2 אזי ^∋ 2 2x y x x xα = + ≥ = ≥ 

 
 : משפט אי שויון המשולש

1 .vuvu  . ושויון מתקיים רק אם הוקטורים תלויים לינארית+≥+

vuvu:תוצאה. 2 −≤+ 

 
 :הוכחה

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 , 2 , 2 ( )u v u re u v v u u v v u u v v u v+ = + + ≤ + + ≤ + + = +

u:  נוציא שורש ונקבל v u v+ ≤ + 

ורים הוא אפס אזי מתקיים שויון לכן נדון רק במקרה שבו ברור שאם אחד הוקט
uשניהם שונים מאפס ואז נסמן  tv=. 

 : הוכחה
0נניח שקיים  .א t R< u כך ש∋ tv= אזי 

( , ) ( 1) 1 ( 1)

( 1)

u v t v v t v t v t v

u v tv v t v v t v

+ = = + = + = +

+ = + = + = +
 

uנניח  .ב v u v+ =  : אזי+
2 2

2 2 2 2

( )

2 ( , ) 2

(1) ( , )

u v u v

v re v u u v v u u

re v u v u

+ = +

+ + = + +

=

 

αאבל לכל מספר מרוכב  ∈^ reα α≤ יתירה מזאת אם reα α= אזי α 

)ממשי ולכן  , ) ( , )re v u v u v u≤ )) 1( לכן יוצא מ≥ , ) ( , )re v u v u v u= = 
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u כך ש ^∋t תלויים לינארית זאת אומרת קיים u,vולכן  tv= וגם 

( , )v u ) ויתירה מזאת \∋ , ) 0v u  ולכן ≤
2 ( , ) ( , ) 0t v t v v v tv= = ≥  

t,לכן  t∈\ 2 ואזי

( , ) 0v tvt t
v

= = 0t וכן ≤  .u=0 אחרת ≠

 
 :הוכחת התוצאה

uהטענה שקולה לטענה  v u v u v− − ≤ − ≤ − 

 :לפי אי שויון המשולש מתקיים
( )

(1)

( )

u u v v u v v

u v u v

v v u u v u u

= − + ≤ − +

− ≤ −

= − + ≤ − +

 

): אבל ) 1v u u v u v u v− = − − = − − = − 

)/: ולכן 1)

(2)

v u v u

v u u v

u v u v

≤ − +

− ≤ − −

− − ≤ −

 

 .נקבל את ההוכחה) 2( ו)1(ומחיבור של 
 

 : פונקציית המרחק
 

Vuv פונקציה ממשית של וקטורים  d(u,v)תהי : הגדרה  פונקציה ג נקראת ,∋
 :פונקציית מרחק אם מקיימת את התנאים הבאים

 
Vuv לכל d(u,v)=d(v,u)סימטריות  .א ∈, 
 u=v אם  אם ורק d(u,v) = 0 יתירה מזאת d(u.v)≥0 .ב
Vuwv לכל  d(u,v)≥d(u,w)+d(w,v) .ג ∈,, 

 
vuנגדיר את הפונקציה להיות: דוגמא − d(u,v)= , פונקציה זו מקיימת את כל

 .שלושת התנאים לפונקציית מרחק
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 מערכות אורתונורמליות
 . מרחב מכפלה פנימיתVהחל מכאן 

 
Vuvאנו אומרים ש : הגדרה  נסמן 0=(u,v)זה לזה אם ) אורתוגונליים( ניצבים ,∋

u: שני וקטורים כאלו v⊥ . 
 

1סדרת וקטורים : הגדרה 2, ..., ku u u V∈ נקראת אורתוגונלית אם לכל i j≠  

1 ,i j k≤ i מתקיים ≥ ju v⊥ . 

 
1סדרת וקטורים : הגדרה 2, ..., ku u u V∈ נקראת אורתונורמלית אם היא 

1iuאורתוגונלית ובנוסף לכך לכל וקטור מתקיים  =. 

 

vלכל  : הערה V∈ השונה מאפס ניתן להגדיר 
1u v
v

1u כך ש =   לכן אם סדרה =

1 2, ,..., kv v v V∈ סדרה אורתוגונלית ניתן להגדיר סדרה חדשה 
1

i i
i

u v
v

 וברור =

 .שהסדרה החדשה היא אורתונורמלית
 

1תהי : משפט 2, ..., ku u u V∈ סדרה אורתונורמלית ויהי v V∈ אם 
1

n

i i
i

v a u
=

 אז ∑=

( , )i ia v u= 1 לכל i k≤ ≤  
 

 : אחד מוקטורי הסדרה אזיjuיהי : הוכחה

 
2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n n

j i i j i i j j j j j j j
i i

v u a u u a u u a u u a u a
= =

= = = = =∑ ∑  

  
( , ) 0i ju u = i מתקיים j≠ 1ju  ועבור =  כי  

 
1אם : 1תוצאה  2, ..., ku u u V∈ל" סדרה אורתונורמלית אז היא בת. 
אזי קיימים המקדמים , נניח בדרך השלילה שהיא תלויה לינארית: הוכחה

1 2, ,..., ka a a F∈לא כולם אפס כך ש 
1

0
n

i i
i
a u

=

1 ולכן לפי המשפט לכל ∑= i k≤ ≤ 

(0, ) 0i ia u=  . בסתירה להנחה=
 

1אם : 2תוצאה  2, ..., ku u u V∈ב   סדרה אורתונורמלית V 1 ו( ... )kv sp u u∈ אזי 

2 2

1

k

i
i

v a
=

) כאשר ∑= , )i ia v u= 

)1אם : הוכחה ... )kv sp u u∈1ימים מקדמים  אזי קי 2, ,..., ka a a F∈כך ש 
1

n

i i
i

v a u
=

=∑ 

)לכן לפי המשפט  , )i ia v u= 1 לכל i k≤  : ולכן מתקיים≥
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2 2

1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

k k k k k

i i i i i i i i i
i i i i i

v v v a u v a u v a v u a a a
= = = = =

= = = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

 

v, אם :משפט פיתגורס: תזכורת u V∈כך ש v u⊥ אזי 
2 2 2v u u v+ = + 

: הוכחה
2 2 2 2 22 ( , )u v u re u v v u v+ = + + = + 

1: 3תוצאה  2, ..., ku u u V∈ סדרה אורתונורמלית ויהי v V∈ שרירותי נגדיר 

( , )i ia v u= ונבנה וקטור חדש 
1

k

i i
i

g a u
=

= 1 לכל uiניצב ל  w=v-gאזי  ∑ i k≤ ≤ 

)לפי המשפט : הוכחה , )i ia g u= 1 לכל i k≤   ולכן ≥

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0i i i i i iw u v g u v u g u a a= − = − = − 1 לכל = i k≤ ≤ 
 

v אנו אומרים ש V תת מרחב של Uיהי : הגדרה V∈ ניצב ל U אם v u⊥ לכל 
u U∈הסימון  :v ⊥ U. 

 
)1יהי : טענה ... )ku sp v v= 1 כאשר... kv v V∈ v V∈ וקטור כלשהו אזי v ⊥ U אם ורק 

jvאם  v⊥ 1 לכל j k≤ ≤  

vברור שאם : הוכחה ⊥ U אזי jv v⊥ 1 לכל j k≤ ≤  

uבכיוון השני יהי  U∈ וקטור שרירותי אזי 
1

k

j j
j

u a u
=

= jvאם   ולכן∑ v⊥ לכל 

1 j k≤  אזי ≥
1 1

( , ) ( , ) ( , ) 0
k k

j j j j
j j

u v v a v a v v
= =

= = =∑ ∑ 

 :תהליך גרהאם שמידט
 

...1תהי : משפט kv v V∈ל אזי ניתן לבנות מערכת " סדרת וקטורים בת
 אורתונורמלית 

1 2, ..., ku u u V∈ 1 כך ש 1( ... ) ( ... )m msp v v sp u u= 1 לכל m k≤ ≤  

jwנגדיר סדרת ביניים : הוכחה V∈ 1 לכל j k≤ ≤ 

)1נסמן ... )m mU sp u u= 1( ... )m mW sp v v=  
 :נגדיר 

1 1w v= 
1 1

1

1u w
w

= 

2 2 2 1 1( , )w v v u u= − 
2 2

2

1u w
w

= 

3 3 3 1 1 3 2 2( , ) ( , )w v v u u v u u= − − 
3 3

3

1u w
w

= 

1ju ברור ש  1 לכל = 3j≤ 1 כמו כן ברור ש .≥ 1 1( )U W sp v= = 

 
 :2כעת נבדוק עבור 

 

2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1, 1 2 1 2 1( , ) ( ( , ) , ) ( , ) ( , )( ) ( , ) ( , ) 0w u v v u u u v u v u u u v u v u= − = − = − = 
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)ולכן  )2 1 2 1
2

1, ( , ) 0u u w u
w

= = 

  ?U2=W2האם 

1 1 1 1 2 1, 2( ) ( )u U W sp v W sp v v∈ = = ⊂ = 

לכן גם ,  u1ו  v2כי הוא צירןף לינארי של  W2שייך ל  w2וגם גם  W2שייך ל  v2ברור ש 
u2  שייך לW2  ולכןU2  מוכל בW2  אבל מכיוון שהמימד שלU2  כי הוא מורכב 2הוא 
  W2=U2 ברור כי 2הוא  W2ל וגם מימד "ים בת של וקטור spanמ 
 

 :המשך הוכחה באינדוקציה
 . הוכחנוk=1,2עבור 

1נניח שקיבלנו סדרת וקטורים  1... ,k kv v v V+ ל ובנינו סדרת וקטורים " בת∋

1אורתונורמליים  2, ..., ku u u V∈ 1 כך ש 1( ... ) ( ... )m msp v v sp u u= 1 לכל m k≤ ≤  

  : vk+1 את 3כעת נציב בתוצאה
 

1 1 1
1

( , )
k

k k k j j
j

w v v u u+ + +
=

= −∑ 

 
 Uk=sp(u1…uk)אורתוגונלי ל  wk+1אזי 

 

1 אזיwk+1=0נניח בשלילה כי  1
1

( , )
k

k k j j k
j

v v u u U+ +
=

=  אבל לפי הנחת האידוקציה ∑∋

Uk=Wk  לכן נקבל ש vk+1  שייך לWk  1 וזאת בסתירה להנחה כי 1... ,k kv v v V+ ל " בת∋

1ולכן  0kw + 1וניתן להגדיר  ≠ 1
1

1
k k

k

u w
w+ +

+

)1 ואזי = , ) 0k ju u+ 1 לכל = j k≤ ≤ 

1נשאר להוכיח ש  1k kU W+ +=: 

1כמו כן אכן   1k kw W+ 1ל של " כי הוא צ∋+ 2 1, ..., ,k ku u u v 1 ולכן גם  + 1k ku W+ +∈. 

1 : מסקנה 1k kU W+ +⊂. 

1dimאבל  1kW k+ = 1dim וגם + 1kU k+ = 1ולכן ברור ש + 1k kU W+ +=. 
 

 :תוצאה
זי  בעל מימד סופי אVמ של " תUויהי ) C או Rמעל ( מכפלה פנימית  מרחבVיהי 

 .Uניתן לבחור בסיס אורתונורמלי של 
 

...1יהי : הוכחה kv v U∈ בסיס של U נפעיל על סדרה זו תהליך גרהם שמידט ונקבל 

1סדרה אורתונורמלית  2, ..., ku u u U∈  1כך ש 1( ... ) ( ... )m msp v v sp u u= 1 לכל m k≤ ≤ ,

ל אזי " ומכיוון שכל סדרה אורתונורמלית היא בתm=kובפרט זה נכון עבור 

1 2, ..., ku u u U∈ מהווים בסיס אורתונורמלי של U. 
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 סכומים וסכומים ישרים של תתי מרחבים
 

1 כלשהו ויהיו F מרחב לינארי מעל שדה Vיהי  2, ,U U W תתי מרחבים של V כך ש 

1U W⊂2גם  וU W⊂ אנו אומרים ש W הוא הסכום של U1 ו U2 אם לכל v W∈ 

1ניתן למצוא  1u U∈2  ו 2u U∈1 כך ש 2v u u= +. 
 

 אם U2 ו U1ישר של הוא סכום  Wבתנאי ההגדרה הקודמת אנו אומרים ש : הגדרה
 :מתקיימים שני התנאים הבאים

1. א 2W U U= + 

1}{. ב 2 0U U∩ =. 

1הסימון יהיה  2W U U= ⊕ 
 

1 אם: טענה 2W U U= 1 אזי קיים ⊕ 1u U∈2  ו 2u U∈דים אשר לכל  יחיv W∈ 

1מקיימים  2v u u= +. 

1נניח ש : הוכחה 2v u u= 1 וגם + 2' 'v u u= 1 כאשר + 1 1, 'u u U∈ 2 וגם 2 2, 'u u U∈ 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 1' ' ' ' ' {0} 'u u u u u u u u u u U U u u+ = + ⇒ − = − ⇒ − ∈ = ⇒ =∩ 
 

1אם : 2טענה  2W U U= 1 בעל מימד סופי אזי W ו ⊕ 2dim dim dimW U U= + 

1נבחר בסיס : הוכחה 1... kv v U∈ בסיס של U1 1  ונבחר בסיס 2 2, ..., mu u u U∈ של U2  

1נוכיח ש  1... , ...k mv v u u בסיס שלW .ל"ראשית נוכיח שקבוצה זו הנה בת: 
 

1 1 1 1

1 1 1 1

... ... 0

... ...
k k k k m m

k k k k m m

t v t v t u t u
t v t v t u t u

+ +

+ +

+ + + + + =
+ + = − − −

 

. שהחיתוך ביניהם כידוע הוא וקטור האפס בלבד U2וגם ל  U1וקטור זה שייך גם ל 
1 :ולכן נקבל  1 ... 0k kt v t v+ + 1 ומכיוון ש= 1... kv v U∈0  בסיס אזי נקבל כיit  לכל =

1 i k≤  .  וממשיכים לפי הוכחת משפט המימדים ≥
 :כמובן שזהו מקרה פרטי של משפט המימדים: הערה
1אם 2W U U= 1 אזי + 2 1 2dim dim dim dim( )W U U U U= + − ∩ 



 24

 
 :המשלים האורתוגונלי

 
 . בעל מימד סופיVמ של " תUויהי ) C או Rמעל ( מרחב מכפלה פנימית Vיהי 

 
 נקראת המשלים האורתוגונלי U הניצבים ל Vם של קבוצת כל הוקטורי: הגדרה

::  הסימון יהיהUשל  { : }U w V w U⊥ = ∈ ⊥ 
 

U: 1טענה   .Vמ לינארי של " הנו ת⊥
 : הוכחה

0. א U ,0) כי ∋⊥ ) 0v v לכל = U∈ .לא ריקהקבוצה  

1אם . ב 2,w w U vאזי לכל ∋⊥ U∈ 1 מתקיים 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0v w w v w v w+ = + = + = 

1ולכן  2w w U+ 1 ולכן ⊥ 2w w U ⊥+   סגירות לחיבור. ∋

tאם . ג F∈ ו w U v אזי לכל ∋⊥ U∈ נקבל ( , ) ( , ) 0 0v tw t v w t= = =i ולכן tw U ⊥∈. 
 .סגירות לכפל

Uולכן   .מ" הוא ת⊥
 

 אזי V תת מרחב של U,  מרחב מכפלה פנימית בעל מימד סופיVיהי : משפט
V U U ⊥= ⊕. 

U ,1נבחר בסיס אורתונורמלי של : וכחהה 2, ..., ku u u U∈. 

vהוכחנו שעבור כל  V∈ קיימים וקטורים w ו g  כך ש 

1
, ( , )

k

i i
i

w v g U g v u u U⊥

=

= − ∈ =  לכן  v=w+g כך שבעצם אנו מקבלים כי ∑∋

V U U ⊥= vכעת נניח כי . + U U ⊥∈ ) אזי ∩ , ) 0v v U{0}א " ז v=0 ולכן = U ⊥ =∩ 

Vדהיינו  U U ⊥=  . כנדרש⊕
 

 אזי V תת מרחב של U מרחב מכפלה פנימית בעל מימד סופי Vיהי : 2טענה 
( )U U⊥ ⊥ =. 

v נניח ש :הוכחה U∈ אזי עבור כל w U ) נקבל ש ∋⊥ , ) 0w v U ניצב ל  vא " ז= ⊥ 

)ולכן  )v U ⊥ )כלומר , ∋⊥ )U U ⊥ ⊥⊂. 

)בכיוון השני נניח עכשיו כי  )v U ⊥ ) אזי ∋⊥ , ) 0v w w לכל = U V אבל ∋⊥ U U ⊥= ⊕ 

wכלומר קיימים וקטורים  U g ו ∋⊥ U∈ כך ש v=g+w לכן : 
2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 0 0w w w w v g w v w g= = − = − = −  כלומר v=g ולכן w=0 כלומר =

v U∈ כנדרש לכן ( )U U⊥ ⊥ ) כלומר ⊃ )U U ⊥  . כנדרש=⊥
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 Rשל מרחבים לינאריים מעל " מירכוב"
 

 נגדיר קבוצת כל הביטויים הפורמליים מן הצורה R מרחב לינארי מעל Vיהי 

1: הבאה 2v iv+ 1 כאשר 2, ,i v v V∈ 1מר  כלו^∋ 2 1 2{ : , }V v iv v v V= + ∈ 

1אנו אומרים ש  2 1 2v iv u iu+ = 1ם " אם+ 1 2 2v u v u= ∧ =. 

1: נגדיר חיבור 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )v iv u iu v u i v u+ + + = + + + 

z כלומר ^∋zאם : נגדיר כפל x iy= 1 אזי + 2 1 2 2 1( ) ( ) ( )z v iv xv yv i xv yv+ = + + +i 

 יש צורך להוכיח את כל התכונות של Cל מנת להוכיח שזהו מרחב לינארי מעל ע
 .מרחבים לינאריים
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 העתקות לינאריות במרחבי מכפלה פנימית

 .פונקציונליים לינאריים במרחבי מכפלה פנימית
 הוא העתקה לינארית מ F מעל Vפונקציונל לינארי המוגדר במרחב לינארי : הגדרה

V ל F. 
 .dimF=1 כאשר Fו מעל " מ הואF: הערה

 .W לV מרחב כל ההעתקות הלינאריות מ – Hom(V,W): תזכורת
 dimHom(V,W)=m*n אזי dimW=m ו dimV=nבפרט אם 

*סימון  ( , )V Hom V F=א ממרחב כל הפונקציונליים הלינארים של " זV , נקרא גם

  Vהמרחב הדואלי של 
dimV*:מסקנה n=. 

 .נסמן פונקציונלים לינאריים באותיות יווניות
V:יהי  Fϕ  אז Fמ לינארי של " שהוא כמובן תImϕ פונקציונל לינארי נתבונן ב→

 :יש רק שני אפשרויות
dim. א Im 0ϕ Im ואז = {0}ϕ ) כלומר = ) 0vϕ v לכל = V∈ . פונקציונל כזה נקרא

 .פונקציונל האפס
dim. ב Im 1ϕ Im ואז = Fϕ dim ואז = 1Ker nϕ = − 
 

 .C או R מרחב מכפלה פנימית מעל Vהחל מעכשיו 
 

Vϕיהי :משפט p שרירותי אזי קיים וקטור ∋∗ V∈ יחיד כך ש ( , ) ( )v p vϕ=  לכל 
v V∈. 
 )0 להיות pנבחר את (במקרה שזהו פונקציונל האפס זה טריוויאלי : הוכחה

 .נדון במקרה של פונקציונל שונה מפונקציונל האפס
kerUנסמן : ח קיוםראשית נוכי ϕ= אזי dim 1U n=  אזי  n=dimV כאשר −

V U U ⊥= dim כאשר ⊕ dimU U n⊥+ dim ולכן = 1U ⊥ U כלומר ניתן לבחור ב = ⊥ 
0בסיס בעל וקטור אחד  0u w לכן עבור כל ≠ U t קיים ∋⊥ F∈ כך ש w tu=  

0נגדיר 
02

0

( )u
p u

u
ϕ

v ונוכיח שעבור כל = V∈ מתקיים ( , ) ( )v p vϕ=. 

vאכן אם  V∈ אזי v g w= w, כאשר + U g U⊥∈ 0v זאת אומרת ∋ g tu=  : לכן+

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 02 2 2 2

0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
(1)( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 ( , ) ( , ) ( )

(2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u u u
v p g tu u g u tu u tu u t u u t u

u u u u
v g tu g t u t u

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= + = + = + = =

= + = + =
1אם :טענת עזר 2( , ) ( , )v w v w= לכל v V∈ 1 אז 2w w=. 

1נקבל מיד :הוכחה 2( , ) 0v w w− v עבור כל = V∈ 1 ולכן אם נציב 2v w w=   נקבל −
2

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 0w w w w w w w w= ⇐ − = − −  . כנדרש=

1נניח שקימים : הוכחת יחידות 2,p pהשייכים ל V2 כך ש 1( , ) ( , ) ( )v p v p vϕ=  לכל =

v V∈ 2 אזי 1( , ) ( , )v p v p= לכל v V∈ 1 ולכן לפי טענת העזר 2p p=. 

)הוקטור היחיד במקיים pϕניתן לסמן , בהתאם למשפט זה: סימון , ) ( )v p vϕ ϕ= 

vלכל  V∈. 
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1לכל :1טענה  2, , Vα ϕ ϕ ∗∈  : מתקיים^∋

1. א 2 1 2p p pϕ ϕ ϕ ϕ+ = + 

1. ב 1p pαϕ ϕα= 

 :הוכחה
1נסמן . א 2ϕ ϕ ϕ= v אזי לכל + V∈מתקיים : 

1 1 2 2( ) ( , ), ( ) ( , ), ( ) ( , )v v p v v p v v pϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ= = = 

1: אבל 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )v v v v p v p v p pϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ= + = + = + 

1לכן  2( , ) ( , )v p v p pϕ ϕ ϕ= + 

1ולפי טענת העזר  2 1 2p p pϕ ϕ ϕ ϕ+ =  . כנדרש+

1ϕנסמן . ב αϕ= ואזי ( ) ( , )v v pϕϕ 1 אבל גם = 1 1( ) ( ) ( , ) ( , )v v v p v pϕ ϕϕ αϕ α α= = = 

1pולכן  pαϕ ϕα= כנדרש. 

 
 :תוספת מהתרגול

...1לכל בסיס : משפט nv v של V 1 קיים בסיס... nϕ ϕ של V  המקיים ∗

1_
; ( )

0 _ij i j ij

i j
v

i j
δ ϕ δ

=⎧
=⎨ ≠⎩

...1ל נקרא הבסיס הדואלי של " לבסיס כנ nv v 

...1ו " מVנתון : הוכחה nv v 1 בסיס נגדיר פונקציונלים לינאריים... nϕ ϕבאופן הבא : 

1_
( ) ;

0 _i j

i j
v

i j
ϕ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

v כל  V∈ נראה כך 
1

n

j j
j

v a v
=

 ואזי ∑=
1

( ) ( )
n

i j i j
j

v a v Fϕ ϕ
=

= ∈∑ ,

...1נראה כי , שונים פונקציונלים לינאריים  nקיבלנו  nϕ ϕל ב" בתV ∗: 

נקח 
1

0
n

i i
i
cϕ

=

0ic ונוכיח כי כל ∑= 1 לכל jvנפעיל את שני האגפים על . = j n≤ ≤ 

ונקבל 
1

( ) 0( ) 0 0
n

i i j j F j
i

c v v cϕ
=

= = ⇒ =∑ 

V ל Vקיים איזומורפיזם בין : משפט }כאשר  ∗∗ : }V g V F∗∗ ∗= ל " כלומר נבנה ט→

:h V V  . שתהיה איזומורפיזם→∗∗
v לכל :הוכחה V∈ נגדיר vh V vh: בצורה הבאה∋∗∗ V F∗ Vϕלכל , → ∗∈ 

( ) ( )vh v Fϕ ϕ= 1 נראה כי היא לינארית יהו ∋ 2, ;V a Fϕ ϕ ∗∈  אזי מתקיים ∋

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )
v v v

v v

h v v v h h
h a a v a v ah

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
+ = + = + = +
= = =

 

vh V ∗∗∈ h: ולכן ⇐ V V ) מוגדרת →∗∗ ) vh v h V ∗∗=  : לינאריתh ראשית נראה כי ∋

1יהו  2, ;v v V a F∈   אזי ∋
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 :העתקה צמודה
C :T או R מרחב מכפלה פנימית מעלVיהי :משפט V V→ העתקה לינארית נתונה 

Tיחידהאזי קיימת העתקה לינארית  ): ן המקיימת את השוויו∗ ( ), ) ( , ( ))T v w v T w∗= 
v,לכל  w V∈ . 

wיהי :הוכחה V∈ נגדיר פונקציה :w V Fϕ  על ידי הנוסחה הבאה →

( ) ( ( ), )w v T v wϕ 1יהו ,  נראה כי העתקה זו הנה לינארית= 2, ,F v v Vα ∈  :תקיים ומ∋

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ( ), ) ( ( ) ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( )w w wv v T v v w T v T v w T v w T v w v vϕ ϕ ϕ+ = + = + = + = +

1 1 1 1 1( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )w wv T v w T v w T v w vϕ α α α α αϕ= = = = 
wכלומר לכל  V∈פונקציה זו הנה פונקציונל לינארי  . 

1אם ? מהם התכונות שלו 2,w w V∈ אזי עבור כל v V∈מתקיים : 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( )w w w w w w w wv T v w w T v w T v w v vϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ += + = + = + ⇒ = + 

( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )w wv T v w T v w vαϕ α α αϕ= = = 

T:נגדיר העתקה  V V∗ wלכל :  לפי הנוסחה הבאה→ V∈ ( ) wT w Pϕ
∗ = 

)הוקטור היחיד המקיים wPϕכאן בהתאם לטענה הקודמת :תזכורת ) ( , )w wv v pϕϕ = 

vלכל  V∈. 
1יהו : נראה כי ההעתקה הזו לינארית 2, ,F w w Vα ∈   ואזי∋

1 2 ( 1 2) 1 2 1 2

1 1 1 11

( ) ( ) ( )

( ) ( )

w w w w

w ww

T w w p p p T w T w

T w p p p T w

ϕ ϕ ϕ

ϕα ϕαϕα α α

∗ ∗ ∗
+

∗ ∗

+ = = + = +

= = = =
 

נציב בנוסחה המופיעה בתזכורת ונקבל , ולכן ההעתקה לינארית
( ( ), ) ( , ( ))T v w v T w∗= לכל v V∈ ,w V∈שרירותי . 

G:נניח ש: הוכחת יחידות V V→ העתקה לינארית שמקיימת ( ( ), ) ( , ( ))T v w v G w= 

)אזי  , ( )) ( , ( ))v T w v G w∗ v לכל = V∈ ולכן לפי טענת העזר ( ) ( )T w G w∗ w לכל = V∈ 

Tא "ז G∗ = 
 

Tתכונות של  ∗ 
,אם : משפט :T S V V→שני העתקות לינאריות אזי : 

1. ( )T S T S∗ ∗ ∗+ = + 

2. ( )TS S T∗ ∗ ∗= 

3. ( ) ; ( )T T T Tα α α α α α∗ ∗ ∗ ∗= ⇐ ∈ = ⇐ ∈\ ^ 

4. ( )T T
∗∗ = 

 
v,יהו :וכחהה w V∈שרירותיים אזי : 

 

1. ( , ( ) ( )) (( )( ), ) ( ( ) ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )
( , ( )( )) ( , ( ) ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), )
v T S w T S v w T v S v w T v w S v w
v T S w v T w S w v T w v S w T v w S v w

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ = + = + = +

+ = + = + = +
   

2. ( , ( ) ( )) (( )( ), )
( , ( )( )) ( , ( )( )) ( ( ), ( )) (( )( ), )
v TS w TS v w
v S T w v S T w S v T w TS v w

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

= = =
 

 .כי כפל בסקאלר הוא העתקה לינארית) 2(מקרה פרטי של  .3
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4. ( , ( ) ( )) ( ( ), ) ( , ( )) ( ( ), ) ( , ( ))v T w T v w w T v T w v v T w∗ ∗ ∗ ∗= = =  ומלמת העזר =

)נקבל כי  )T T
∗∗ = 

 : התנאים הבאים שקוליםCמית מעל  מרחב מכפלה פניVיהי :טענה
) .א ( ), ) 0T v v v לכל = V∈ 

) .ב ( ), ) 0T v w v,לכל = w V∈ 

0T .ג = 
v,יהו :  ב ⇐א :  הוכחה w V∈ אזי  

0 ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )T v w v w T v v T v w T w v T w w= + + = + + + 
): מסקנה ( ), ) ( ( ), ) 0T v w T w v+ = 
0: בדומה ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )T iv w iv w T iv iv T iv w T w iv T w w= + + = + + + 
): מסקנה ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )T iv w T w iv i T v w i T w v+ = ) ולכן − ( ), ) ( ( ), ) 0T v w T w v− = 

)ונקבל מהיחס בין שתי המסקנות כי  ( ), ) 0T v w = 
): ג⇐ב  ( ), ) (0( ), ) 0T v w v w T= ⇒ = 
): א⇐ג ( ), ) (0( ), ) (0, ) 0T v v v v v= = = 

2V לדוגמא טענה זו איננה נכונה במרחב אוקלידי:הערה = ונקח את , R מעל \

נגדיר העתקה . המכפלה הסקלארית הסטנדרטית
x y

T
y x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
איננה  ברור כי זו 

)העתקת האפס אבל  ( ), ) 0T v v xy yx= − + =. 
 

T:תהי :משפט V V→ כאן ( העתקה לינאריתV הוא מעל R או C( , תהי[ ]A
Γ

= Τ 

)1כאשר  ... )nv vΓ Bאם .  בסיס אורתונורמלי= ∗

Γ
⎡ ⎤= Τ⎣ jiijb אזי ⎦ a= 1 לכל ,i j n≤ ≤. 

: הוכחה
11 1

1

n

n nn

a a
A

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"
א " זΓ ביחס לבסיס T מטריצה של 

1
( )

n

j ij i
i

T v a v
=

=∑ 

1לכל  j n≤ ≤  

 אורתונורמלי ו Γאם: תזכורת
1

n

i i
i

v vα
=

) אזי  ∑= , )i iv vα 1 לכל = i n≤ ≤ 

1כלומר כאן לכל  ,i j n≤ ) מתקיים ≥ ( ), )ij j ia T v v= וכן ( ( ), )ij j ib T v v∗= 

)ולכן  ( ), ) ( , ( )) ( ( ), )ij j i j i i j jia T v v v T v T v v b∗ ∗= = = 1 כלומר לכל = ,i j n≤  מתקיים ≥

ij ji ji ij ij jib a b a a b= ⇐ = ⇐ = 

 
 .∗A כ Bנסמן את מטריצה :  סימון

TB אזי Rאם השדה הוא : מקרה פרטי A A∗= = 
 

 :העתקה צמודה לעצמה
T:אנו אומרים ש: הגדרה V V→ צמודה לעצמה אם T T זאת אומרת , =∗

( ( ), ) ( , ( ))T v w v T w= לכל ,v w V∈. 

 . סימטריתT אנו אומרים ש Rאם השדה הוא 
 . הרמטיתT אנו אומרים ש Cאם השדה הוא 

T:תהי : טענה V V→ צמודה לעצמה ותהי [ ]A
Γ

= Τ  1כאשר( ... )nv vΓ  בסיס =

Aאורתונורמלי אזי  A∗= 
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A צמודה לעצמה אם Aאנו אומרים ש: הגדרה A∗=)  מעלRמעל ,  סימטריתC 
 )הרמטית

 
T:תהי : 1טענה  V V→העתקה לינארית שרירותית אזי : 

1. T T  . צמודה לעצמה+∗
2. TT  . צמודה לעצמה∗

 
 :הוכחה

1. ( ) ( )T T T T T T T T∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ = + = + = + 

2. ( ) ( )TT T T TT∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = 
 

T: מרחב אוניטרי ו Vיהי : 2טענה  V V→ העתקה לינארית שרירותית אזי 
( )S i T T∗=  : צמודה לעצמה−

): הוכחה ( )) ( ) (( ) ) ( ) ( )S i T T i T T i T T i T T i T T S∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − = − = − − = − − = − = 
 

 5.5.04שיעור 
 

λ הרמטית ו Tאם : 3טענה   . גם הרמטיתTλ אזי \∋

): הוכחה )T T Tλ λ λ∗ ∗= = 
 

2 לינארית שרירותית אזי קיימות שתי העתקות הרמטיות Tתהי : 4 טענה 1,T T כך ש 

1 2 1 2;T T iT T T iT∗ = − = +. 
 

 :הוכחה

2 1
1 1( ); ( )
2 2

T i T T T T T∗ ∗= − =  ברור כי אלו העתקות הרמטיות לפי הטענות +

2אבל . הקודמות 2
1 2

1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2

T iT T T i T i T T∗ ∗+ = + + −  וכן =

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2T T iT T iT T iT T iT∗ ∗∗ ∗ ∗= + = + = + = − 

 
v הרמטית אם ורק אם לכל T: 5טענה  V∈ מתקיים ( ( ), )T v v R∈ 

) הרמטית אזי Tנניח ש : הוכחה ( ), ) ( , ( ))T v v v T v= לכל v V∈ אבל 

( , ( )) ( ( ), )v T v T v v= ולכן ( ( ), ) ( ( ), )T v v T v v= ולכן ( ( ), )T v v R∈ 
 

)תזכורת אם : בכיוון השני ( ), ) 0T v v v לכל = V∈ 0 אזיT ≡  

) לינארית כך ש Tנניח ש  ( ), )T v v R∈ לכל v V∈אזי  :

( ( ), ) ( , ( )) ( ( ), ) ( ( ), )T v v v T v T v v T v v∗ ∗= = = 

Tנתבונן ב  T v אזי לכל −∗ V∈ (( )( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) 0T T v v T v v T v v T T∗ ∗ ∗− = − = ⇒ = 
 
 

 העתקות אנטי הרמטיות
T תקרא אנטי הרמטית אם T: הגדרה T∗ = − 
 . אנטי הרמטיתiT הרמטית אם ורק אם T: 1טענה 

) אזי  S=iT הרמטית ונסמן T נניח ⇐: הוכחה )S iT iT iT S∗ ∗ ∗ ∗= = = − = − 
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 אנטי הרמטית אזי S=iT נניח ⇒
1T S iS
i

= = ) ולכן − )T iS i S iS T∗ ∗= − = − = − = 

 T=0 הרמטית וגם אנטי הרמטית אזי Tאם : 2טענה
0T: הוכחה T T T T T∗= ⇐ = − ⇐ − = = 
1בפיתוח : טענה 2T T iT= 2 כאשר + 1,T T 2 הרמטיות 1,T Tמוגדרות באופן חד ערכי . 

1נניח ש : הוכחה 2T S iS= 2 כאשר  + 1,S S הרמטיות אזי 

1 2 1 2 1 1 2 2( )T iT S iS T S i S T+ = + ⇒ − = −  

1אבל  1T S− 2 הרמטית וגם 2S T−2 לכן  הרמטית 2( )i S T− אנטי הרמטית ולכן 

1 1 2 2( )T S i S T− = 1 הרמטית וגם אנטי הרמטית ולכן − 1 0T S− 1 ולכן = 1 2 2;T S T S= = 
 

 העתקות סימטריות במרחב אוקלידי
T:תהי : טענה V V→כאשר ,  העתקה סימטריתV אוקלידי אזי התנאים הבאים 

 :שקולים
) .א ( ), ) 0T v v v לכל = V∈ 

) .ב ( ), ) 0T v w v,לכל = w V∈ 

0T .ג = 
)ב נניח ⇐א: הוכחה ( ), ) 0T v v v לכל = V∈ אזי לכל ,v w V∈ מתקיים  

0 ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , ( ))
( , ( )) ( , ( )) 2( , ( )) 0 ( , ( )) 0 ( ( ), ) 0

T v w v w T v v T v w T w v T w w T w v v T w
v T w v T w v T w v T w T v w
= + + = + + + = + =

+ = = ⇒ = ⇒ =
 
)ג נניח ⇐ב ( ), ) 0T v w v,לכל = w V∈ אזי נציב ( )w T v= ל v V∈ שרירותי ונקבל  

2( ) 0 ( ) 0 ( ( ), ( )) 0T v T v T v T v= ⇐ = ⇐ v לכל = V∈ 0 ומכאן נקבלT = 

 
 . טריויאלי–א ⇐ג
 

 העתקות אוניטריות
C :T או R מרחב מכפלה פנימית מעל Vיהי  V V→ לינארית  
) תקרא אוניטרית אם Tהעתקה : ההגדר ( ), ( )) ( , )T v T w v w= לכל ,v w V∈  

 . אורתוגונליתT אומרים גם ש F=Rכאשר : הערה
 :התנאים הבאים שקולים: משפט

 . אוניטריתT )א(
) )ב( )T v v= לכל v V∈ 

1T הפיכה ו T )ג( T∗ T כלומר =− T I∗ =D וגם T T I∗ =D 
)1לכל בסיס אורתונורמלי  )ד( ... )nv vΓ )1 גם V של = )... ( )nT v T v בסיס 

 .אורתונורמלי
)1קיים בסיס אורתונורמלי  )ה( ... )nv vΓ )1 כך ש = )... ( )nT v T vאורתונורמלי . 

 :הוכחה
)זאת אומרת ,  אוניטריתT נניח ש )ב(⇐ )א( ( ), ( )) ( , )T v T w v w= לכל ,v w V∈ בפרט 

vלכל  V∈ מתקיים 
2 2( ) ( ( ), ( )) ( , ) ( )T v T v T v v v v v T v= = = ⇒ = 

)נניח  )ג(⇐ )ב( )T v v= לכל v V∈ אזי ( ( ), ( )) ( , )T v T v v v= ולכן לפי הגדרה של 

T ) נקבל ∗ ( ), ) ( ( ), ( )) ( , )T T v v T v T v v v∗ = )) כלומר = )( ), ) 0T T I v v∗ − v לכל = V∈ 
 :כעת



 32

T אזי ברור ש Cנו מעל אם אנח T I∗ =  
T צריכים להוכיח שהיא סימטרית כלומר Rאם אנחנו מעל  T I∗  אכן −

( ) ( )T T I T T I T T I T T I
∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗− = − = − = 0T ולכן − T I∗ − T כלומר = T I∗ = 

1Tופי נקבל גם כי   הוא בעל מימד סVמכיוון ש . כנדרש T∗ −= 
1T נניח ש )ד(⇐ )ג( T∗ )1 יהי =− ... )nv vΓ נגדיר ,  בסיס אורתונורמלי שרירותי=

)בסיס חדש  )i iu T v= 1 i n≤  : אזי נקבל≥

1 ( , ) ( , ( )( )) ( ( ), ( )) ( , )i i i i i i i iv v v T T v T v T v u u∗= = =  iu כלומר הנורמה של כל וקטור =
 :נותר להראות כי הם אורתוגונליים זה לזה . 1היא 

( , ) ( ( ), ( )) ( , ( )( )) ( , ) 0i j i j i j i ji j u u T v T v v T T v v v∗≠ ⇒ = = =  iu ולכן כל הוקטורים =

 .dimW=nל ןמהווים בסיס כי "הם בת
 . מקרה פרטי)ה(⇐ )ד(
 ) א(⇐ )ה(

)1יהי : טענת עזר ... )nv vΓ  אם V בסיס אורתונורמלי של =
1 1

;
n n

i i i i
i i

v a v w b v
= =

= =∑  אזי ∑

1
( , )

n

i i
i

v w a b
=

המשמעות היא שניתן לייצג כל מכפלה פנימית כמכפלה סטנדרטית  (∑=

 )ורמליי בסיס אורתונ"עפ

למדנו שאם : הוכחה
1

n

i i
i

v a v
=

) אזי ∑= , )i iv v a= 1 כאשר( ... )nv vΓ  בסיס =

אורתונורמלי לכן 
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
n n n

i i i i i i
i i i

v w v b v b v v a b
= = =

= = =∑ ∑ ∑ 

)1נניח שקיים  )א(⇐ )ה(הוכחת  ... )nv vΓ נורמלי כך שגם  בסיס אורתו=

1( )... ( )nT v T vנסמן .  אורתונורמלי( )i iw T v= 1 i n≤ ...1 כלומר ≥ nw wאורתונורמלי  .

v,יהי  w V∈ אזי 
1 1

;
n n

i i i i
i i

v a v w b v
= =

= =∑  ולכן לפי טענת העזר ∑
1

( , )
n

i i
i

v w a b
=

 אבל ∑=

1 1 1 1
( ) ( ) ; ( ) ( )

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

T v aT v a w T w bT v a w
= = = =

= = = =∑ ∑ ∑  ולכן שוב לפי טענת העזר עבור ∑

...1הבסיס החדש  nw w שגם הוא אורתונורמלי נקבל 
1

( ( ), ( )) ( , )
n

i i
i

T v T w a b v w
=

= =∑ 

v,לכל  w V∈ כנדרש ולכן Tאוניטרית  . 
 

)אנו אומרים ש: הגדרה )nA M F∈ 1 אוניטרית אםA A∗  ) אורתוגונלית– Rמעל  (=−
 

T:תהי : 1טענה  V V→)  כאשרVפ בעל מימד סופי מעל " ממR או C ( העתקה
)1לינארית יהי  ... )nv vΓ ] נסמן V בסיס אורתונורמלי של = ]A T

Γ
 אוניטרית A אזי =

  אוניטריתTאם ורק אם 
 

]הוכחנו שאם : הוכחה ]A T
Γ

A אזי = T∗ ∗

Γ
⎡ ⎤= ⎣ נכון לכל העתקה לינארית ולכל  (⎦

 )  בסיס אורתונורמלי

] אוניטרית אזי A נניח ש ⇐ ]TT T T AA I
Γ ΓΓ∗ ∗ ∗

ΓΓ Γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣  .ניטרית אוT ולכן ⎦
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TT אוניטרית אזי T נניח ש ⇒ I∗ ] ולכן = ]AA T T TT I
Γ ΓΓ∗ ∗ ∗

Γ Γ Γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣  מכאן ש ⎦

1A A∗  . אוניטריתA ולכן =−
 

]: עובדה ]S IΓ

Γ
TT העתקת הזהות ולכן S אם ורק אם = I∗ = 

 
:: נגדיר העתקה: תוצאה n n

AT F F→כאשר ב nF מוגדרת המכפלה הסקלארית או 

  אוניטריתA אוניטרית אם ורק אם ATאזי , ההרמטית הסטנדרטית

] הוא אורתונורמלי ומתקיים Eהבסיס הסטנדרטי : הוכחה ]A E
T A= 

: אוניטרית אזי העתקה Aתהי : הערה n n
AT F F→י " המוגדרת ע( )AT v Av= לכל 

nv F∈היא אוניטרית לפי התוצאה  .E הוא בסיס אורתונורמלי של nFגם ,  לכן
( )i A i iw T e Ae= 1 לכל = i n≤  I זו עמודה ה iAe בסיס זה הוא גם אורתונורמלי אבל ≥

 .Aשל 
 .nF הם בסיס אורתונורמלי של A אוניטרית אזי העמודות של A אם : מסקנה
 הן בסיס Fלשהי מעל שדה  ריבועית כAהוכיחו שאם העמודות של מטריצה : תרגיל

 . אוניטריתA אזי nFאורתונורמלי של 
 . אוניטרית∗A אוניטרית אזי גם Aאם : טענת עזר

): הוכחה ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 ;A A A A A A A
− − ∗ ∗ −∗ − ∗ ∗ ∗= = = ⇒ = 

 nF  הן בסיס אורתונורמלי של A אוניטרית אזי השורות של Aאם : 2טענה 
 

) אבל  אוניטרית∗Aלפי טענת העזר : הוכחה ) ( )
, 1 , 1

;
n n

ij iji j i j
A a A b∗

= =
=  כאשר =

ij jia b= 1 לכל i n≤  הן מן הצורה ∗Aהעמודות של , ≥

1 1

2 2;

j k

j k
j k

nj nk

b b
b b

v v

b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

# #
ואז לפי  

 ביחס למכפלה nF הן בסיס אורתונורמלי של ∗Aהמסקנה הקודמת העמודות של 

): לכן. הפנימית הסטנדרטית )
1 1 1

0 ,
n n n

j k ij ik ji ki ki ji
i i i

v v b b a a a a
= = =

= = = =∑ ∑  שזו בדיוק ∑

 Aכלומר כל שורות . A של J וה Kהמכפלה הפנימית הסטנדרטית שבין השורות ה
 :1כעת נוכיח גם כי הנוקמה של כל שורה שווה ל. רתוגונליות זו לזואו

2

1 1 1
1 ( , )

n n n

j j ij ij ji ji ji
i i i

v v b b a a a
= = =

= = = =∑ ∑  של J זו בדיוק הנורמה בריבוע של השורה ה∑

Aכנדרש . 
 
 
 

 : טענה
Γ,יהו . א Φ שני בסיסים אורתונורמליים במרחב מכפלה פנימית כלשהו V הוכיחו 

 .יניהם היא אוניטריתשמטריצת המעבר ב
 ובו שני Vהוכיחו שקיים מרחב מכפלה פנימית ,  מטריצה אוניטריתAתהי . ב

Γ,בסיסים  Φ כל ש Aהיא מטריצת המעבר ביניהם . 
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 :תוספת מהתרגול
 

 המטריצה שלה ביחס לבסיס אורתונורמלי אזי Aל אוניטרית " טTתהי : משפט
det 1A =. 

: הוכחה
det det 1

det det 1 (det )(det ) 1 det 1

t t

t

TT I AA I AA I

A A A A A

∗ = ⇒ = ⇒ = = ⇒

= ⇒ = ⇒ =
 

 

1λλ אזי λ וקטור עצמי עם ערך עצמי vל אוניטרית " טT תהי :משפט = 

):הוכחה , ) ( , ) ( , ) ( , ) 1v v Tv Tv v v v vλ λ λλ λλ= = = ⇒ = 
 

ע שונים אזי הם "ל אוניטרית בעלי ע" טT וקטורים עצמיים של v,uיהו : משפט
 .ניצבים

 אזי נקבל uע של " עµ ו vע של "ע λנסמן : הוכחה

( , ) ( , ) ( , ) ( , )v u Tv Tu v u v uλ µ λµ= = ) נניח = , ) 0v u 1 אזי נקבל ≠ λµ= אבל מהמשפט 

1µµהקודם אנחנו יודעים כי  µµ ולכן נקבל כי = λµ λ µ= ⇒  וזאת בסתירה =
 .להנחה

 
 ת נורמליותהעתקו

 
T:: הגדרה V V→ נורמלית אם TT T T∗ ∗= 
TT צמודה לעצמה אזי Tאם : הערה TT T T∗ ∗=  . ולכן היא נורמלית=

TT אוניטרית אזי Tאם   I T T∗ ∗=  . ולכן היא נורמלית=
 

 הוא ערך עצמי λ מתקיים T של ∋Fλך עצמי ל ער נורמלית אזי לכTאם : 1טענה 

Tשל  )כלומר אם  (V ביחס לאותו וקטור עצמי ∗ )T v vλ= אזי ( )T v vλ∗ =( 

T:לכל העתקה : טענת עזר V V→ נורמלית מתקיים ( ) ( )T v T v∗= לכל v V∈  

: הוכחה
22( ) ( ( ), ( )) ( , ( ( )) ( , ( ( )) ( ( ), ( )) ( )T v T v T v v T T v v T T v T v T v T v∗ ∗ ∗ ∗= = = = ∗ = 

Sנגדיר : 1הוכחת טענה  I Tλ= S : נוכיח שגם היא נורמלית− I Tλ∗ ∗=  ולכן נקבל −

כי 
( )( )

( )( )

SS I T I T I T T TT

S S I T I T I T T T T

λ λ λλ λ λ

λ λ λλ λ λ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= − − = − − +

= − − = − − +
 . נורמליתS כלומר 

v כעת יהי  V∈כך ש ( )T v vλ= אזי ( ) ( ) 0S v v T vλ= −  ומכאן נקבל =

0 ( ) ( )S v S v I Tλ∗ ∗= = = ) ויוצא − )T v vλ∗   כנדרש=

 
1אם ,  בעל מימד סופיFפ מעל " ממVיהי : 2טענה  2,v v שני וקטורים עצמיים של 

2 כך שTהעתקה נורמלית  2 2 1 1 1( ) ; ( )T v v T v vλ λ= 2 ונתון ש  = 1λ λ≠ 1 אזי 2v v⊥. 

1:הוכחה 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( , ) ( ( ), ) ( , ( )) ( , ) ( , )v v v v T v v v t v v v v vλ λ λ λ∗= = = = = 

1ומכאן נקבל כי  2 1 2( )( , ) 0v vλ λ− 2 אבל נתון כי = 1λ λ≠ ולכן נקבל את המסקנה כי 

1 2( , ) 0v v =. 
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 תת מרחבים אינווריאנטים
T:תהי , F מרחב לינארי מעל שדה Vיהי  V V→העתקה לינארית . 

vאם עבור כל  אינווריאנטי יקרא V ,U תת מרחב של Uיהי : הגדרה U∈ גם 
( )T v U∈ 

uT: אזי ניתן להגדיר העתקה T אינווריאנטי לגבי Uאם  U U→המוגדרת כך  : 

vלכל  U∈ נגדיר  ( ) ( )uT v t v= .זהו בעצם רק שינוי של תחום ההגדרה של ההעתקה .

 .U  לתת מרחב  Tלהעתקה כזו קוראים הצמצום של 
)1 בסיס Uבפרט ניתן לבחור ב  ... )mv vΓ ) ונגדיר מטריצה = )nA M F∈ באופן רגיל 

[ ]uA T
Γ

1 לכל  אזי= j m≤  מתקיים ≥
1

( )
m

u j ij i
j

T v a v
=

= ∑ 

vיהי :3טענה  U∈ ,U תת מרחב אינווריאנטי לגבי Tאזי  :

[ ] [ ] ( ) ( )uA v v T v T v vλ λ
Γ Γ
= ⇔ = ] כאשר  = ]v Γ

 V הוא וקטור הקוארדינטות של 
] ו Γביחס לבסיס  ]uA T

Γ
=. 

רי בעל מימד טענה שכזאת נכונה לגבי כל העתקה וכל בסיס בכל מרחב לינא:הוכחה
 כמרחב לינארי Uבפרט היא נכונה עבור ) הוכח במסגרת לימוד ערכים עצמיים(סופי 
uT:ועבור ההעתקה  ) Fכי כל תת מרחב הוא מרחב מעל  (Fמעל  U U→. 

U{0} ויהי C מרחב לינארי מעל Vיהי :מסקנה  אינווריאנטי V תת מרחב של ≠
T:י העתקה לינארית לגב V V→ , אזי קיים וקטור אחד לפחותv U∈ השונה מאפס 
)כך ש )T v vλ= , כלומרλ הוא ערך עצמי של T. 

1 3 כמו בטענה Aנגדיר את מטריצה : הוכחה ; ( )mm A M≤ ∈ המשפט ( וידוע ^

0שלכל מטריצה כזו קיים ) היסודי של האלגברה mu≠  אחד לפחות כך ^∋

;ש Au uλ λ∈  נרשום ^=
1

m

x
u

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 כאשר # ; ii m x≤ ≤  נגדיר וקטור ^∋
1

m

i i
i

v x v
=

=∑ 

)1כאשר  ... )mv vΓ ] אזי U בסיס של = ]u v
Γ

] היינו = ] [ ]A v vλ
Γ Γ
 3 ולכן לפי טענה =

)נקבל כי  ) ( )uT v T v vλ=  .T הוא ערך עצמי של λ כלומר =
 

T: ותהי R או Cמרחב מכפלה פנימית מעל  Vיהי : 4טענה  V V→אם .  לינאריתU 
Tאינווריאנטי ביחס  ל  U אזי ∗  .T אינווריאנטי לגבי ⊥

vיהי : הוכחה U w ואזי עבור כל∋⊥ U∈ מתקיים ( , ) 0v w w נתבונן ב= U∈ שרירותי 

)ונקבל  ( ), ) ( , ( )) 0T v w v T v∗= ) כי = )T w U∗ כלומר .  בגלל האינוריאנטיות∋

( )T v U Uא " ז∋⊥  .T אינווריאנטי לגבי ⊥
 

T: מרחב אוניטרי ותהי Vיהי : משפט V V→ נורמלית אזי קיים בסיס 
 . T המורכב כולו מוקטורים עצמיים של Vאורתונורמלי של 

1יהיו : הוכחה 2, , , kλ λ λ ∈… נסמן .  השונים זה מזהT כל הערכים העצמיים של ^

}: iλ המתאים ל Tהמרחב העצמי של  }1 ; : ( )i ii k V v V T v vλ≤ ≤ = ∈  ברור שכל =

 בסיס iV נבחר בכל תת מרחב V היא תת מרחב לינארי של iVמן הקבוצות אחת 

 נגדיר סדרה סופית .זה תמיד אפשרי לפי תהליך גראהם שמידט, iΓאורתונורמלי 
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1

k

i
i=

Γ = Γ∪ 1 נקבל( ... )mv vΓ jvאם .  נוכיח שזו מערכת אורתונורמלית= ∈Γ אזי 

j iv ∈Γ בעבור I 1 מסויםולכןjv  הוא jvברור ש.  הוא בסיס אורתונורמליiΓ כי =

j כי T וקטור עצמי של iv ∈Γ זאת אומרת ( )j i jT v vλ=. 

j,יהיו  kv v ∈Γ כאשר j k≠כעת ישנן שתי אפשרויות : 

j,אם  k iv v ∈Γ עבור iΓמכיוון ש,  מסוים אזיiΓ נקבל כי  אורתונורמלי( , ) 0j kv v =  

jאם  iv ∈Γ,k lv ∈Γ כאשר l i≠ אזי ( )k l kT v vλ=ו ( )j i jT v vλ= 2 לכן לפי טענה 

k kv v⊥ . 

)1הוכחנו ש  ... )mv vΓ  T מערכת אורתונורמלית המורכבת מוקטורים עצמיים של =
)1: נסמן) ל"בפרט הם בת( ... )mU sp v v= ברור ש Γ בסיס של U . לכלiv ∈Γ מתקיים 

) 1לפי טענה  ) ji iT v v Uλ∗ = iאז  ∋ jv ∈Γ לכן אם v U∈ אז 
1

m

i i
i

v a v
=

= לכן , ∑

1
( ) ( )

m

i i
i

T v aT v∗ ∗

=

= ) אבל ∑ )iT v U∗ 1 לכל ∋ i m≤ ) לכן ≥ )T v U∗  אינווריאנטי Uא " ז∋

Tבי לג U 4 לכן לפי טענה ∗  .T אינווריאנטי לגבי ⊥
U ש נניח בדרך השלילה V≠ אזי dimm V<א " זdim dim 1U V m⊥ = −  אז לפי ≤

vהמסקנה שרשמנו קיים  U ) השונה מאפס כך ש∋⊥ )T v vλ= λ . Tע של " הוא ע^∋
iλא "ז λ= עבור i1 מסוים כך ש i k≤ א "ז) אחד מאלו שסימנו בתחילת ההוכחה (≥

( ) iT v vλ= א "זiv V U∈ v לכן ⊇ U U ⊥∈   כלומר U=Vולכן . בסתירה v=0 כלומר ∩

1dim ; ( ... )mm V V sp v v=  . כנדרשV בסיס של Γא " ז=

תונורמלי כך  אורΓ במרחב אוניטרי קיים בסיס Tלכל העתקה נורמלית : תוצאה
]ש ]T Γ

 . היא אלכסונית

 
 

 16.5.04שיעור 
): הגדרה )nA M∈ AAנקראת נורמלית אם  ^ A A∗ ∗=. 

T:ותהי ) בעל מימד סופי( מרחב אוניטרי Vיהי : טענה V V→העתקה לינארית  .
]נסמן . V בסיס אורתונורמלי של Γיהי  ]A T

Γ
 T נורמלית אם ורק אם A אזי =

 .נורמלית

T אורתונורמלי ולכן Γהוכחנו כי  A∗ ∗

Γ
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 

 : הוכחת הטענה
TT נורמלית אזי T נניח כי ⇒ T T∗  : ולכן נוכל לרשום=∗

[ ] [ ];T T T T A A TT T T AA∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Γ ΓΓ Γ Γ Γ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ AA ומכאן נקבל כי ⎦ A A∗ ∗= 

AA אם ⇐ A A∗ TT אזי ניתן להוכיח ש=∗ T T∗ חשוב לזכור שאם שתי ) תרגיל (=∗
 .י אותה מטריצה אז זוהי אותה העתקה"גות ביחס לאותו בסיס עהעתקות מיוצ
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)תהי : משפט )nA M∈  Uי קיימת מטריצה אוניטרית ז מטריצה נורמלית א^

UAU כך ש Bומטריצה אלכסונית  B∗ יתירה מזאת . =
1 0

0 n

B
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 כאשר %

1... nλ λ הם הערכים העצמיים של A) לא בהכרח שונים זה מזה( 
 

:נגדיר העתקה : הוכחה n n
AT →^ ) על ידי הנוסחה ^ )AT v Av= לכל nv∈^ אזי 

[ ]A E
T A= כאשר Eלמכפלה ס יס הסטנדרטי שהוא אורתונורמלי ביח הוא הבס

 של Γלכן קיים בסיס .  נורמליתATלכן לפי הטענה , ^nההרמטית הסטנדרטית ב
n^ אורתונורמלי ביחס למכפלה ההרמטית הסטנדרטית המורכב כולו מוקטורים 

)אכן אם  (Aשהם כמובן וקטורים עצמיים של , ATעצמיים של  )AT v vλ= אז 

Av vλ=של ידוע שאם קיים בסיס )  על פי הגדרת ההעתקה שהגדרנוn^ שמורכב 
)1א אם " זAכולו מוקטורים עצמיים של  ... )nv vΓ i  כאשר= i iAv vλ= 1 i n≤  אז ≥

1
1

0

0 n

P AP
λ

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 כאשר % 2( , ,..., )nP v v v=במקרה שלנו Γ הוא אורתונורמלי 

1P אוניטרית ולכן Pדהיינו , הנם מערכת אורתונורמלית  Pלכן העמודות של  P− ∗= 

Uנסמן  P∗= ולכן U P∗ UAU ונקבל = B∗  כאשר =
1 0

0 n

B
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . כנדרש%

 
) תהי :משפט )nA M∈  Uמטריצה נורמלית אזי קיימת מטריצה אוניטרית  ^
 .A=UH=HU כך ש Hה הרמטית ומטריצ

 

א "ז,  מטריצה אלכסוניתBתהי : הוכחה
1 0

0 n

B
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% 1 ; ii n λ≤ ≤  נרשום ^∋

1 בצורה jλכל  ; (cos sin )j j i ij n r iλ ϕ ϕ≤ ≤ = cos נסמן + sinj i iz iϕ ϕ= 1jzאזי  + = 

jלכן  j jr zλ 0 כאשר = jr≤ (1) וכן \∋ 1j jz z  נסמן מטריצה =
1

1

0

0 n

r
H

r

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 וכן %

מטריצה 
1

1

0

0 n

z
U

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 אם כופלים שתי מטריצות אלכסוניות מקבלים %
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בר ולכן נקבל מטריצה אלכסונית כאשר באלכסון ישנו כפל איבר אי

1 1

1 1 1 1

0

0 n n

r z
H U U H B

r z

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 :אבל%

1

1 1 1

0

0

t

n

r
H H H

r

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 ומכיוון ש% jr≤  .  הרמטיתH1 אזי נקבל כי \∋

1

1

0

0 n

z
U

z

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

נקבל ) 1( ולפי %
1 1

1 1

1

1

0 0

0 0n n

z z
U U I

z z

∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

%  ולכן %

U1אוניטרית .  
  נורמלית כלשהי Aתהי 

2ודם לפי המשפט הק 2A U BU  : הסבר (=∗

O
2 2

I I

u u

UAU B
U U AU U U BU

A U BU
∗

∗

∗ ∗ ∗

∗

=

=

=

��� ���

��

( 

1הוכחנו  1 1 1HU U H B= =. 
 : מסקנה

2 1 1 2 2 1 2 2 1 2(2)A U U HU U UU U HU UH∗ ∗ ∗= = 2 כאשר נגדיר = 1 2 2 1 2;U U UU H U HU∗ ∗= = 

2:  הרמטיתHנוכיח כי  1 2 2 1 2 2 1 2( ) ( )H U HU U H U U HU H∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = =  H לכן =
 .הרמטית

: טרית אוניUנוכיח כי 
1 1 1 1 1

2 1 2 2 1 2 2 1 2
1

2 1 2 2 1 2 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

U U UU U U U U U U

U U UU U U U U U U U

− ∗ − ∗ − − − ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −

= = =

= = = =
 U לכן 

 .אוניטרית
2) 2(לפי  1 1 2UH U U HU HU 2 נחשב את =∗ 1 2 2 1 2 2 1 1 2( )( )

I

HU U H U U UU U HUU∗ ∗ ∗= =��	�
 

1אבל  1 1 1U H HU= כי שניהם אלכסוניות ולכן UH=HUכנדרש . 

 אזי הם ממשיים A מטריצה נורמלית אם כל הערכים העצמיים של Aתהי : טענה
 .היא הרמטית

A: הוכחה UBU  כאשר =∗
1 0

0 n

B
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

...1 כאשר % nλ λ הם הערכים העצמיים 

1נתון ש ). לא בהכרח שונים זה מזה (Aשל  ; j jj n λ λ≤ ≤ B לכן = B∗=אזי  :

( ) ( )A UBU U B U UB U UBU A∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = = 
 

)תהי : הערה )nA M∈ 1הרמטית כך ש  ^ , ; iji j n a≤ ≤  אזי \∋

1 0

0 n

UAU
λ

λ

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% ( )nU M∈ jλ אוניטרית ^ ∈\. 
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)האם ניתן לבחור  )nU M∈  כן: תשובה? \

, A וקטור עצמי של ^∋nw מטריצה סימטרית ויהי Aתהי : רטענת עז) תרגיל(
 .w המתאים לאותו הערך העצמי כמו \∋nvהוכיחו שקיים וקטור עצמי 

 
 . כך שכל המטריצה תהיה ממשיתUלפי טענת העזר ניתן לבנות מטריצה 

 
)לכסון ממשי של מטריצה נורמלית  )nA M∈ ^  

 
 השונים זה מזה Aנרשום את כל הערכים העצמיים של  .א

11 ; ... kk n α α≤ ≤ ∈^ 

1נסמן  .ב ; { : }n
j jj k V v Av vα≤ ≤ = ∈  בסיס אורתונורמלי jV ונבחר בכל ^=

jΓ) כמובן שזה אפשרי לפי תהליך גראהם שמידט( 
1ל "ום את הבסיס המורכב מן הבסיס הננרש .ג 2 1, ... ( ... )k nv vΓ = Γ Γ Γ = 
)1נסמן מטריצה  .ד ... )n

columns

P v v=�	
 וגם מתקיים  אזי היא מטריצה אוניטרית

1
1

0
;

0
j j j

n

P AP Av v
λ

λ
λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 

1U נסמן  .ה P P− ∗= U ולכן = P∗ UAU ונקבל = B∗  כאשר =

1 0

0 n

B
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . אלכסונית B אוניטרית וU כאשר %

 
 היא ממשית וגם צמודה לעצמה כלומר היא Aנניח שמטריצה : מקרה מיוחד

11סימטרית אזי כל הערכים העצמים שלה  ; ... kk n α α≤ ≤  אזי אפשר להסתפק \∋

1כלומר להגדיר מרחב  \nרק בוקטורים של  ; { : }n
j jj k V v Av vα≤ ≤ = ∈ =\ 

)נקבל מטריצה , ולהמשיך את התהליך כמו קודם )nU M∈ ) וגם \ )nB M∈  כלומר \

 :זה המקרה שלפנינו,  סימטרית וגם ממשיתAבמקרה ש
 

 המתאים לאיזשהו ערך עצמי ממשי A  הוא וקטור עצמי של^∋nwנניח ש :הסבר

αשנסמנו  :  אזי\∋

N N

1 1 1 1 1

, ,n n

n n n n n

u v

z a ib a b
w i u v w u iv

z a ib a b

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = + ⇒ ∈ ∈ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# # # # \ ^ 

( )Aw w A u iv u i v Au iAv u i vα α α α α= ⇒ + = + ⇒ + =  ולכן נקבל +

, nAu u Av v vα α= = ⇒  . שונה מאפסu,v כאשר לפחות אחד מבין \∋
 

 :דוגמה

3 1 1
1 3 1
1 1 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 B ומטריצה אלכסונית  Uת ממשית  מצאו מטריצה אוניטרי

Uכך ש AU B∗ =. 
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 ממשית נורמלית) ריבועית(מטריצה 
,למצוא : המטרה ( )nB U M∈ עד כמה פשוטה .  פשוטה מאודB אוניטרית וU כך ש \

 ? להיותBיכולה 
 

 מירכוב של מרחב אוקלידי
 

וגדרת מכפלה  בו מRימד סופי מעל כלומר מרחב בעל מ,  מרחב אוקלידיVיהי 

 כקבוצה של כל הביטויים הפורמליים מן lVנגדיר מרחב , סקלרית נתונה מסוימת
,הצורה  :u v V u iv∈ +.  

1: נגדיר חיבור 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )v iv u iu v u i v u+ + + = + + + 

z כלומר ^∋zאם : נגדיר כפל x iy= 1 אזי + 2 1 2 2 1( ) ( ) ( )z v iv xv yv i xv yv+ = + + +i 

 יש צורך להוכיח את כל התכונות של Cכל מנת להוכיח שזהו מרחב לינארי מעל 
 .מרחבים לינאריים

 
 : הערות
1אנו אומרים ש  .א 2 1 2v iv u iu+ = 1ם " אם+ 1 2 2v u v u= ∧ =. 

,סימון אם  .ב ;u v V w u iv∈ = Re; נרשום + ; Imw u iv W u W v= − = = 
vאם  .ג V∈ אנו נזהה את v  0 עם הביטוי הפורמלי : 0V v i∈ א אנו "ז, +

lVמניחים כי  V⊂ 
1 אם :1טענה  kv v V∈…ל גם ב"ל אזי היא בת" קבוצה בתlV)  כאשר לגבינו

l 0j jv v i= +( 

1משוואה נרשום את ה: הוכחה 1 0k kv vα α+ + jα כאשר "= ∈^ 1 j k≤  אבל ≥

j j ja ibα =  : ולכן המשוואה מקבלת את הצורה הבאה+

1 1 1( ) ( ) 0k k ka ib v a ib v+ + + +  : שניתן לכותבה כמובן גם כ"=

1 1 1 1( ) ( ) 0 0 _ 0k k k ka v a v i b v b v i V+ + + + + = + ∈"  כלומר קיבלנו בעצם שתי "

 0 שסכומם שווה לR הוקטורים עם מקדמים מKמשוואות שבכל אחת מהם יש את 
0jα ונקבל כי גם 0ולכן כל המקדמים הם  = 1 j k≤ ≤ 

 

1אם : 2טענה  nv v… בסיס של V אז הם גם בסיס של lV. 
 

, lVל נותר להוכיח שהם פורסים את המרחב " שהם בת1 הוכחנו בטענה :הוכחה

lwאכן אם  V∈ אזי w v iu= u, כאשר + v V∈ לכן 
1 1

, ; ;
n n

j j j j j j
j j

a b v a v u b v
= =

∈ = =∑ ∑\ 

ולכן 
1 1 1

( )
n n n

j j j j j j j
j j j

w a v i b v a ib v
= = =

= + = +∑ ∑  כלומר ניתן להציג כל וקטור שרירותי ∑

lw V∈ 1 כצירוף לינארי של nv v… 

ldim :מסקנה dimV V= כאשר V מעל Rו lV מעל C. 

 . V בעזרת המכפלה הסקלרית המוגדרת ב lVנגדיר מכפלה הרמטית ב

lיהיו 
1 1 1 2 2 2 1 2; ; ,w u iv w u iv w w V= + = + :  נגדיר∋

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (( , ) ( , ))w w u iv u iv u u v v i v u u v= + + = + + −^ 
 :לה החדשה הנה הרמטיתפכנראה כי המ
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: ההעתקה אכן הרמטית ויתירה מזאת מתקיים
2 2 2w u v= +. 

 

T: תהי :הגדרה V V→נגדיר העתקה חדשה ,  העתקה לינאריתl l l:T V V→ על ידי 

wאם :  הנוסחה הבאה u iv= )l אזי + ) ( ) ( )T w T u iT v= + 

 . היא לינאריתlT :1טענה 
 :הוכחה

 
 : 2ענה ט

1אם  .א 2,u u V∈ 1 אזי 2 1 2( , ) ( , )u u u u=^ 

lלכל  .ב
1 2,w w V∈ 1 מתקיים 2 1 2w w w w+ = + 

lwאם  .ג V∈ z∈^ אזי zw zw= 

lwאם  .ד V∈ 2 אזי ( ); 2 Im( )w w re w w w w+ = − = 

lאם  .ה
1 2,w w V∈  1אז 2 1 2( , ) ( , )w w w w=^ ^ 

w .ו w w V= ⇔ ∈ 
 

 :הוכחות
 

 lTתכונות של :3טענה 
 : אזיV לV העתקות לינאריות מT,Sיהו 

n .א l �T S T S+ = + 

αאם  .ב m אזי \∋ lT Tα α= 

m .ג l�TS T S= 
 

lwנסמן : 'הוכחת ג u iv V= +  שרירותי אזי ∋
m l l �( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ) ( ( ))TS w TS u iTS w T S u iT S v T S u iS v T S w= + = + = + = 

 

T:אם : 4טענה  V V→ לינארית אזי m l( )T T
∗

∗ =  

 :הוכחה
 

I:תהי : 5 טענה V V→ העתקת הזהות של V אזי I� היא העתקת הזהות של lV  

lw לכל :הוכחה u iv V= + ) מתקיים ∋ ) ( ) ( )I w I u iI v u iv w= + = + =� 
 : תוצאה

  נורמלית lT נורמלית אזי Tאם  .א

  אוניטרית lT אוניטרית אזי Tאם  .ב

  הרמטיתlT אזי  צמודה לעצמה Tאם  .ג
 :הוכחה

l .א l( ) lm n nT T TT TT T T
∗

∗ ∗ ∗= = )l וגם = ) l ml nT T T T T T
∗

∗ ∗= )l לכן = ) l l l( )T T T T
∗ ∗

= 

TTא " אוניטרית זTנתון   .ב I∗ l לכן = l( ) lm nT T TT TT I
∗

∗ ∗= = =  lTא " ז�

 .אוניטרית
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T צמודה לעצמה אז Tאם  .ג T∗ )l לכן = ) m lT T T
∗

∗=  . כנדרש=

T:תהי : 1משפט  V V→ העתקה לינארית ויהי α אזי ) אם יש כזה (lTע של " ע\∋

αע של " הוא עT ,נ של "יתירה מזאת קיים בסיס אl l l{ : ( ) }V w V T w wα α= ∈ = 

 .Vשמורכב כולו מוקטורים של 
 

l0 אזי קיים lTע של " הוא עα אם :הוכחה w V≠ )l כך ש ∋ )T w wα= נרשום 

w u iv= )l אזי + ) ( ) ( ) ( )T u iv u iv T u iT v u i vα α α+ = + ⇒ + =  אבל +
( ), ( ), ,T u T v u v Vα α α כי ∋ ) ולכן \∋ ) ; ( )T u u T v vα α=  אבל לפחות אחד מן =

 נסמן .Tע של "ע הוא αולכן )  שונה מאפס wכי ( שונה מאפסu,vהוקטורים 
0 { : ( ) }V v V T v vα α≠ = ∈ נ " בסיס אVα בהתאם לתהליך גראהם שמידט נבחר ב=

1... kv v אזי l( ) ( )i i iT v T v vα= 1 לכל = i k≤ l לכן ≥
iv Vα∈ אם i j≠ אזי 

( , ) ( , ) 0i j i jv v v v= i אם ^= j= אזי ( , ) ( , ) 1i i i iv v v v=  לכן הם מערכת ^=

 .ל" בפרט היא בתlVαאורתונורמלית ב

lwיהי , lVαנראה כי היא פורסת את  u iv Vα= +   שרירותי הוכחנו קודם כי מתקיים ∋

( ) ; ( )T u u T v vα α= u, לכן = v Vα∈ כלומר 
1 1

, ; ;
k k

i i i i i i
i i

a b v b v u a v
= =

∈ = =∑  לכן \∑

1 1 1
( )

k k k

i i i i i i i
i i i

w a v i b v a ib v
= = =

= + = +∑ ∑ ...1 לכן ∑ kv v פורסים את lVαנ " ומהווים בסיס א

 .כנדרש
 

λבתנאים של המשפט הקודם אם : 2ט משפ  הוא λ אזי גם lTע של " הוא ע\∌

...1יתירה מזאת אם , lTע של "ע kv vנ של " הוא בסיס אlVλ 1 אזי... kv vנ " הוא בסיס א

 lVλשל 

 

aאם : הוכחה ibλ = a, כאשר + b∈\0 וb  אזי קיים lT הוא ערך עצמי של ≠

lw u iv V= + ∈ ,u v V∈כך ש l( )T w wλ= לכן l l( ) ( ) ( ) ( )T w T u iT v T w w wλ λ= − = = = 

 .λע המתאים ל" וw אזי λע המתאים ל" וw וגם אם lTע של " הוא עλלכן 
 .תרגיל: המשך הוכחה

 
T:תהי : 3משפט  V V→ העתקה נורמלית כאשר V הוא מרחב אוקלידי בעל מימד 

ביחס לבסיס זה  T כך שהמטריצה המייצגת את Vנ של "סופי אזי קיים בסיס א

היא מן הצורה 

1

1

0 0
0

0
0 0

m

k

A
A

A

λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

" " "
% % % % #

# % % % #
# % % % #
# % % % %
" " "

1 כאשר  ; ii m λ≤ ≤ ∈\ 

21ו ; ( )j j
j

j j

a b
j k A M

b a
⎛ ⎞

≤ ≤ = ∈⎜ ⎟−⎝ ⎠
2m וכן מתקיים \ k n+ = . 
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 :תרגול
 . קיים פירוק שלה לאוניטרית וצמודה לעצמהAבהנתן מטריצה רגולרית : משפט

 
ולכן גם ( מטריצה זו הנה מטריצה צמודה לעצמה ∗AAנתבונן במטריצה : הוכחה

)מכיוון ש ) נורמלית ) ( )AA A A AA
∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗= AA לכן קיים לה פירוק = UBU∗  כאשר =∗

Uאוניטרית ו Bאלכסונית  . 
0 הוא ממשי Tל צמודה לעצמה כל ערך עצמי של " טTעבור כל : טענה ≤ . 
  Ker(AA*)=0 רגולרית ולכן *A רגולרית אזי גם Aאם , בנוסף

 אזי מתקיים λע " עם ע*AA של ע"ו v יהי 

0 0

0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0
v A v

A v A v AA v v v v v vλ λ λ
∗

∗ ∗ ∗

≠ ⇒ ≠

< = = = ⇒ >�������  

 היא מן הצורה Bמטריצה 
1 0

0 n

B
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 נגדיר 
1 0

0 n

S S
λ

λ

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"

 ניתן 

 .להגדיר זאת כי הוכחנו שכל הערכים העצמיים חיוביים וממשיים
;1ולכן קיבלנו 

IR R

AA US S U A RR A
∗

∗ ∗ ∗ −= = ������ ���� 

1R: טענה A−אוניטרית  . 

) :הוכחה )( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1 1 1 1 1 1 1 1

R AA
R

R A R A R AA R S U USS U U S I
− ∗

∗−

∗ ∗ ∗ ∗− − − ∗ − − − ∗ ∗ − −= = =����� ���������������
 ולכן נוכל 

1כעת לרשום  1

I
A RR A RU UR A− ∗ −= =����1UR כאשר  A− אוניטרית ככפל של מטריצות 

 . אוניטריות
 . צמודה לעצמה*RU :טענה

) :הוכחה ) ( ) ( )RU USU RU USU U S U USU
∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = = = 

 .רגולרית לאוניטרית וצמודה לעצמה Aרוק של כל מטריצה ולכן הראנו פי
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 ורדן'צורת ג

 סכומים ישרים
 

...1 ויהיו F מרחב לינארי מעל Vיהי : הגדרה mU U תתי מרחבים של V . נאמר שתת

...1 הוא סכום V של Wמרחב  mU U אם לכל וקטור w W∈ 1 קיימים ; i ii m u U≤ ≤ ∈ 

כך ש 
1

m

i
i

w u
=

 אם קיימת סדרה יחידה של וקטורים כאלו המקיימים . ∑=
1

m

i
i

w u
=

=∑ 

...1 הוא סכום ישר של Wאזי נאמר ש  mU U. 
 

 :סימון
1

m

ll
W U

=
= ⊕ 

 
...F 1חב לינארי מעל  מרV יהי :1טענה mU Uמ של " תV אזי W הוא סכום ישר של 

1... mU Uאם ורק אם מתקיימים שני התנאים הבאים : 

i. W 1 הוא סכום של... mU U 

ii.  1לכל i m≤ } מתקיים ≥ }
1

0j i
j m
j i

U U
≤ ≤
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∩ 

...1 הוא סכום ישר של W נניח ש ⇐ :הוכחה mU U אזי W הוא סכום שלהם לפי 

}נניח בדרך השלילה כי . ההגדרה }
1

0j i
j m
j i

U U
≤ ≤
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ≠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ 0w אזי קיים ∩ iw כך ש ≠ U∈ 

וגם 
1

j
j m
j i

w U
≤ ≤
≠

∈ 0 כ  אזי ניתן להציג אותו∑ 0 0 0w w= + + + + + +"  כלומר "

1

; , 0i i j

m

j
j

u w j i u

w u
=

= ≠ =

= ∑
����

 וגם 
1

0;i j j

m

j
j

v v U

w v
=

= ∈

= ∑
����

 כי  w כלומר קיימות שתי הצגות שונות של 

0 i iv u w= ≠ ...1 סכום ישר של W בסתירה להנחה ש = mU U. 

1 נניח כי לכל ⇒ i m≤ } מתקיים ≥ }
1

0j i
j m
j i

U U
≤ ≤
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  הוא סכום של W וגם ∩

1... mU U . נניח כי עבורw W∈ מסוים מתקיים 
1

m

i
i

w u
=

 וגם ∑=
1

m

i
i

w v
=

 כאשר ∑=

1 ; ,i i ii m u v U≤ ≤ 1 אזי ∋ 1 2 2( ) ( ) ( ) 0m mu v u v u v− + − + + −  נניח בדרך השלילה כי "=

0i iu v−  מסוים אזי i עבור ≠
1 1

( )
m m

i i j j j
i j i j

u v u v U
≠ = ≠ =

− = − − ∈∑ i אבל ∑ i iu v U−  ולכן ∋

0i iu v−  . בסתירה להנחה=
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...1יהיו : 2טענה  mU U תתי מרחבים של V ויהיו iΓ בסיסים של iU . נגדיר קבוצת

וקטורים 
1 2

1 2 1 2 1 1 1 1 2 ( 1) ( 1) 1( , , , ) ( ... ... ... ... )
m

m k m m m m m mmv v v v v v v v v v+ − − +

Γ Γ Γ

Γ Γ Γ = =… … ����� ������� ��������
 Wאזי  

...1הוא סכום ישר של  mU U 1 אם ורק אם 2 mΓ Γ Γ… הוא בסיס של W 

dimjיהי : הערה  jm U= 1 j m≤ 1 נסמן≥ 1 2 1 2 1, ,..., l l ln m n m m n n m−= = + =  אזי +

1

m

m j
j

n m
=

11 הם lΓ אזי הוקטורים של ∑=
,...,m nl l

v v+−
 

  
...1 הוא סכום ישר של Wנניח ש ⇐ :הוכחה mU U אזי לכל w W∈ קיים 

1 ; i ii m u U≤ ≤  כך ש∋
1

m

i
i

w u
=

)1אזי  ∑= ) ( ...i i i nm
u U sp sp v v∈ = Γ  לכן הקבוצה ⊇

1 2 mΓ Γ Γ… פורסת את W נרשום את המשוואה 
1

0
mn

i i
i
a v

=

 אזי נקבל ∑=

2 2 1 1

1 2

1 1 1 1 1 11 1 1 1
0

m m m m

m

n n n n n n n n n n

uu u

a v a v a v a v a v a v
− −+ + + += + + + + + + + + +" " " "

���������������������������� ���������������
  

נסמן 
1 1

l

l

n

l j j
j n

u a v
−= +

=  כלומר ∑
1

0
m

l
l
u

=

l דהיינו ∑= lu U∈ אבל 0+…+0+0=0 אבל גם W 

...1הוא סכום ישר של  mU U שייך ל0 וכמובן ש W לכן יש לו הצגה יחידה ולפיכך 

1 ; 0ll m u≤ ≤  ונקבל =
1 1

0
l

l

n

j j
j n

a v
−= +

ל כי הם אברי בסיס ולכן " אלו בתjvכאשר  ∑=

0ja  לכן כל המקדמים ברשימה המוקרית שווים לאפס כלומר כל הוקטורים =

 .Wל ולכן מכיוון שכבר הוכחנו שהם פורסים הם בסיס של "ברשימה המקורית בת

1 נניח כי ⇒ 2 1 2( , , , )m kv v vΓ Γ Γ =… wאזי כל וקטור  W בסיס של … W∈ ניתן 

להצגה 
1

mn

i i
i
a v

=
 : נסמן כמו קודם∑

2 2 1 1

1 2

1 1 1 1 1 11 1 1 1 m m m m

m

n n n n n n n n n n

uu u

w a v a v a v a v a v a v
− −+ + + += + + + + + + + + +" " " "

���������������������������� ���������������
 

 נסמן 
1 1

l

l

n

l j j
j n

u a v
−= +

=  כלומר ∑
1

m

l
l

w u
=

=  ניתן להצגה כסכום W כלומר כל וקטור של ∑

...1של  mU U)  צריך להוכיח שאם
1

m

l
l

w u
=

= w  אזי ∑ W∈ -תרגיל ( 

wנניח שעבור  W∈ קיימת הצגה 
1

m

l
l

w w
=

= 1 כאשר ∑ ; l ll m w U≤ ≤  אזי ניתן לרשום ∋

1 1

l

l

n

l j j
j n

w b v
−= +

= זי  א∑
1 1 1 1

m m mn n nm

l j j j j j j
l j j j

w w b v a v b v
= = = =

= = ⇒ =∑ ∑ ∑ ...1 אבל ∑ mn
v v בסיס ולכן 

1 ;m j jj n a b≤ ≤ 1 כלומר = ; l ll m u w≤ ≤  . יחידהw ולכן ההצגה של =
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יהי  :3טענה 
1

m

ll
W U

=
=  אזי ⊕

1
dim dim

m

l
l

W U
=

=∑  

1יהו : הוכחה ; ll m≤ ≤ Γ בסיסים של lU 1 2 אזי לפי טענה mΓ Γ… בסיס של W ולכן 

1
dim dim

m

l
l

W U
=

 . כנדרש∑=

 נניח ש:4טענה 
1

m

l
l

W U
=

=  וגם ∑
1

dim dim
m

l
l

W U
=

 אזי ∑=
1

m

ll
W U

=
= ⊕ 

wכל : כחההו W∈ ניתן להצגה 
1

m

l
l

w u
=

= 1 כאשר ∑ ; l ll m u U≤ ≤  אבל כל ∋

1( ) ( ... )i i i mu U sp sp∈ = Γ ⊆ Γ Γ 1 ולכן ברור כי( ... )mw sp∈ Γ Γ 1 לכן mΓ Γ… פורסת את 

W 1 אבל מספר הוקטורים ב mΓ Γ… הוא בדיוק 
1

dim dim
m

l
l

W U
=

1 ולכן ∑= mΓ Γ… 

 2 ולפי טענה Wבסיס של 
1

m

ll
W U

=
= ⊕. 

1 נניח ש :5טענה  ; ll m U W≤ ≤  כך ש ⊃
1

dim dim
m

l
l

W U
=

1 וגם לכל ∑= i m≤ ≤ 

}יים מתק }
1

0j i
j m
j i

U U
≤ ≤
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  אזי ∩

1

m

ll
W U

=
= ⊕ 

 מטריצות בלוקים
 

)תהי : הגדרה )nA M F∈ 1 ותהי ; kk m A≤ ) סדרה של מטריצות כך ש ≥ )
kk nA M F∈ 

0נגדיר מספרים  1 1 2 1 2 10, , ,..., k k kl l n l n n l l n−= = = + = ml בפרט + n= כי 
1

m

k
k
n n

=

=∑ 
1 הנמצאים בשורות ועמודות בעלי המספר הסידורי בין Aכאשר האיברים של  1kl − + 

 היא מטריצת Aבמקרה שכזה אנו אומרים ש .  בהתאם לסדרkA הם אברי klל

בלוקים מן הצורה 
1 0

0 m

A
A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

. 

 בצורה מפורשת kAנרשום את : הערה

( ) ( )
11 1

( ) ( )
1

k

k k k

k k
n

k
k k
n n n

b b

A
b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

# % #
"

 אזי 

1 1

( )
,1 ,

k k

k
k l i l j iji j n a b

− −+ +≤ ≤ ⇒ =. 
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1 ויהיו F מרחב לינארי מעל Vיהי : משפט ; kk m U≤  כך שVמ של " ת≥
1

m

ll
W U

=
= ⊕ 

dimkבפרט אם ( kn U= אזי 
1

m

k
k
n n

=

T:תהי ) dimV=n כאשר ∑= V V→ לינארית כך 

1שכל  ; kk m U≤ 1 נבחר בכל T אינווריאנטים לגבי ≥ ; kk m U≤  ונבנה kΓ בסיס ≥

...1 בדרך הרגילה Vבסיס של  mΓ = Γ Γ אזי [ ]
1 0

0 m

A
A T

A
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 כאשר 

1 ,
k

k
k Uk m A T

Γ
⎡ ⎤≤ ≤ = ⎣ ⎦. 

 

נרשום את : הוכחה

( ) ( )
11 1

( ) ( )
1

k

k k k

k k
n

k
k k
n n n

b b

A
b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

# % #
"

 המטרה היא להראות כי 

1 1

( )
,1 ,

k k

k
k l i l j iji j n a b

− −+ +≤ ≤ ⇒ .  הם אפסים ושאר האברים באותן השורות והעמודות=

) בצורה הבאה kΓנסמן וקטורי  ) ( )
1 ,...,

k

k k
nv v1א אם " ז... nv vΓ  אזי =

1

( )1
k

k
k j l jj n v v

− +≤ ≤ ⇒ ) נקבל kAלפי הגדרת מטריצה  = ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

k

k

n
k k k k
j U j ij i

i
T v T v b v

=

= =∑ 

) נקבל Aכמו כן לפי הגדרה של  )

1
( )

n
k
j ij i

i
T v a v

=

= שזה בעצם ∑
1

( )
kl jT v
−  עבור וקטורים +

1בין  1kl −  ונקבל kl לבין +
1 1

1
( )

k k

n

l j il j i
i

T v a v
− −+ +

=

=  ובגלל יחידות ההצגה נקבל כמסקנה ∑

ואז נקבל .  הם אפסיםkΓאנם מתאימים לוקטורים של  שijaכי כל המקדמים 

1 1 1 1
1

( )
k k k k

n

l j l il j l i
i

T v a v
− − − −+ + + +

=

=  כלומר ∑
1 1

( )
,k k

k
l i l j ija b
− −+ +  . כנדרש=

 

 . ציקלייםTתת מרחבים 
 

F :T מרחב לינארי מעל Vיהי : הגדרה V V→ לינארית ויהי v V∈ וקטור נתון 
,2 ונתבונן בסדרת וקטורים dimV=nנתון כי . השונה מאפס ( ), ( ),..., ( )nv T v T v T v 

,2 מינימלי כך ש kאזי הם תלויים לינארית נמצא  ( ), ( ),..., ( )kv T v T v T v  תלויה

kלינארית אזי  n≤ ,  2אזי 1, ( ), ( ),..., ( )kv T v T v T v−ל של " היא סדרה בתkוקטורים  .

)אזי  )kT v2ל של " הוא צ 1, ( ), ( ),..., ( )kv T v T v T v− נסמן 
2 1( , ( ), ( ),..., ( ))kU sp v T v T v T v−= אזי U נקרא תת מרחב Tציקלי . 

 
0jלכל : 1טענה  ≥ ( )jT v U∈ 

0: הוכחה 1j k≤ ≤ )לגבי . ויאליטרי − )kT vל של " הראנו כי הוא צ
2 1, ( ), ( ),..., ( )kv T v T v T v−ולכן הוא שייך ל U , עבורj k>נוכיח באידוקציה  . 

)נניח ש  )jT v U∈ 2 אזי 1
1 2 3( ) ( ) ( ) ( )j k

kT v a v a T v a T v a T v−= + + +  ולכן "+
1 2 3 1

1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j k k
k kT v a T v a T v a T v a T v a T v+ −
−= + + + + )1 ולכן גם "+ )jT v U+ ∈ 
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 . הוא אינווריאנטיU :2טענה 

uאם : הוכחה U∈ אזי 
1

0

( )
k

i
i

i

u aT v
−

=

=  ולכן ∑

1
1

0 1
0

( ) ( ) ( ) ( )
k

i k
i k

i

T u aT v a T v a T v
−

+
−

=

= = + +∑  . כנדרשU ששיך ל"

)בסימונים של הטענות הקודמות נסמן : 3טענה  )k j
jv T v−=א " ז

1 2 0
1 2( ), ( ),..., ( )k k

kv T v v T v v T v v− −= = = ...1 אזי = kv vΓ  ונקבל כי U היא בסיס של =

[ ]

1

2

1

1 0 0
0

1 0
1

0 0

U

k

k

c
c

T
c
c

Γ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #

# # %
# % %
" "

  

 

1 נסמן :הוכחה
1

( ) ( )
k

k
i i

i
T v T v c v

=

=  ולכן העמודה הראשונה הנה ∑=
1

k

c

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#  

2באופן כללי לכך  j k≤ 1 מתקיים ≥ ( 1)
1( ) ( ( )) ( ) ( )k j k j k j

j jT v T T v T v T v v− − + − −
−= = = = 

1היא תמיד העמודה ה  jולכן העמודה ה

0

11

0

je j−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⇐ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#
ונקבל את המטריצה   

 .שבטענה
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 העתקות נילפונטיות
 

T:אנו אומרים ש : הגדרה V V→  0נילפוטנטית אםkT 1k עבור =  זה k(מסוים  ≤
0kAבדומה אם מטריצה ) Tיקרא אינדקס הנילפוטנטיות של   . נילפוטנטיתA אזי =

 
 :תכונות מיידיות

1. Tע היחיד של " נילפוטנטית אם ורק אם העTהוא אפס . 
) הוא Tהפולינום האופייני של  .2 ) nf t t= כאשר n=dimV 

1 הוא Tל הפולינום המינימלי ש .3 ; ( ) rr n m t t≤ ≤  הוא אינדקס  r ולכן =

 .Tהנילפוטנטיות של 
 

T ,v הוא אינדקס הנילפוטנטיות של rאם : 1טענה  V∈ 1 כזה ש( ) 0rT v−  אזי ≠

2הקבוצה  1( , ( ), ( ),..., ( ))rU sp v T v T v T v−= היא Tציקלית . 
 

2נוכיח ש: הוכחה 1, ( ), ( ),..., ( )rv T v T v T v−נרשום את המשוואה . ל" בת
2 1

1 2 3( ) ( ) ( ) 0r
ra v a T v a T v a T v−+ + + +  על שני Tr-1אכן נפעיל  . a1=0 נוכיח ש "=

1האגפים במשוואה ונקבל כי  1 2 2
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0r r r r

ra T v a T v a T v a T v− + −+ + + + =" 

1כלומר 
1 ( ) 0ra T v− )1 כי a1=0 ולכן = ) 0rT v− ≠ . 

...1נניח שהוכחנו כי  ja a 1 הם אפסים ונוכיח שja אכן נקבל מהנחת ,  גם אפס+

1האידוקציה 
1 ( ) ( ) 0j r

j ra T v a T v−
+ + +  ונקבל כי Tr-j-1 נפעיל על שני האגפים "=

aj+1=0 1 כי( ) 0rT v− ≠. 
2 1, ( ), ( ),..., ( )rv T v T v T v−ל ו " בתTk(v)=0 לינארי שלהם לכן  צירוף

2 1( , ( ), ( ),..., ( ))rU sp v T v T v T v−= היא Tציקלית כנדרש . 
 

...1נסמן , בתנאים של הטענה הקודמת: 2טענה  kv vΓ )  כאשר = )k j
jv T v−= אזי  

] ונקבל כי Uהיא בסיס של  ]

0 1 0 0
0 0

1 0
0 1
0 0 0

UT Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #

# # %
# % %
" "

 

 

]ראות  לפי התזכורת המטריצה צריכה לה: הוכחה ]

1

2

1

1 0 0
0

1 0
1

0 0

U

k

k

c
c

T
c
c

Γ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #

# # %
# % %
" "

 

כאשר 
1

( )
k

r
i i

i
T v c v

=

= 1 ולכן Tr=0 אבל במקרה שלנו ∑ ; 0jj k c≤ ≤ = 
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F :Tמימדי מעל  n מרחב Vיהי : 1תוצאה של טענה  V V→ נילפוטנטית אזי קיים 
 הוא אינדקס הנילפוטנטיות  r אחד לפחות כאשר V מימדי של r ציקלי Tתת מרחב 

 .Tשל 
 

v אזי קיים  T הוא אינדקס הנילפוטנטיות של r אם :הוכחה V∈ 1 כזה ש( ) 0rT v− ≠ 

2 הקבוצה 1אזי לפי טענה  1( , ( ), ( ),..., ( ))rU sp v T v T v T v−= היא Tציקלית . 
 

dimV=n , :T כך ש F מרחב לינארי מעל Vיהי : משפט V V→ נילפוטנטית ובעלת 
 מימדי אזי קיים תת מרחב r ציקלי T תת מרחב Uויהי  . rאינדקס הנילפוטנטיות 

W של V שהוא אינווריאנטי לגבי T  כך שV U W= ⊕. 
 

...1 אזי תמיד ניתן לבחור בסיס כלשהו V תת מרחב כלשהו של U אם :הערה kv v של 

U ולהשלים אותו עד לבסיס של V :1 1... , ,...k k nv v v v+ 1 ואזי אם נסמן( ,... )k nW sp v v+= 

Vנקבל כי  U W=  . אינווריאנטיT שיהיה Wכל הקושי הוא למצוא , ⊕
 

 :נוכיח קודם כל מספר טענות עזר
 

1נסמן : 1טענת עזר  ImV T=)  ברור שV1  אינווריאנטי לגבי T ( 1נגדיר 1 1:T V V→  על 

: ידי הנוסחה
11 |VT T= אזי T1  נילפוטנטית בעלת אינדקס הנילפוטנטיותr-1. 

1 אם :הוכחה 1v V∈ 1 אזי ( )v T v= עבור v V∈לכן .  מסוים
1 1

1 1 1( ) ( ) ( ) 0r r rT v T v T v− −= = 0v אבל קיים = V∈ 1 כך ש
0( ) 0rT v− כי אינדקס  (≠

1נסמן ) rהנילפוטנטיות הוא  0( )v T v= 1 אזי 1v V∈ 

2וגם 2 1
1 1 1 0( ) ( ) ( ) 0r r rT v T v T v− − −= = 2 כלומר ≠

1 0rT −  ולכן אינדקס הנילפוטנטיות של ≠

T1 הוא r-1כנדרש . 
 

 מימדי של r ציקלי T תת מרחב Uיהי ,  בתנאים של הטענה הקודמת:2טענת עזר 
V . 2 דהיינו 1( , ( ), ( ),..., ( ))rU sp v T v T v T v−= 1 כאשר( ) 0rT v−  אזי תת מרחב ≠

2 1
1 ( ( ), ( ),..., ( ))rU sp T v T v T v−= הוא תת מרחב T1 ציקלי r-1 מימדי של V1 יתירה 

uמזאת אם  U∈ 1 אזי( )T u U∈ 1 ואם 1u U∈ אזי קיים u U∈ 1 כך ש ( )u T u=. 
 

)1 נסמן :הוכחה )u T v V=  אזי ∋
2 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1( ( ), ( ),..., ( )) ( , ( ), ( ),..., ( ))r rU sp T v T v T v sp u T u T u T u− −= כאשר   =
2 1

1 ( ) ( ) 0r rT u T u− −= יתירה .  V1 מימדי של r-1 ציקלי Tהוא תת מרחב  U1 לכן ≠

wמזאת נניח ש  U∈א " ז
1

0
( )

r
j

j
j

w a T v
−

=

=  אזי ∑
1

1
1

0
( ) ( )

r
j

j
j

T w a T v U
−

+

=

= ∈∑  

1נניח , בכיוון השני 1u U∈ אזי 
1

1
1

( )
r

j
j

j
u a T v

−

=

=  ולכן ∑
2

1 1
0

( )
r

j
j

j
u T a T v

−

+
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 כלומר ∑

1 ( )u T u= כאשר 
2

1
0

( )
r

j
j

j
u a T v U

−

+
=

=  . כנדרש∑∋
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uבתנאים של הטענה הקודמת אם : 3טענת עזר  U∈ ו ( ) 0T u 1uאזי  = U∈ 
 

u אם :הוכחה U∈ אזי 
1

0
( )

r
j

j
j

u a T v
−

=

=  ואזי ∑
1

1

0
( ) ( ) 0

r
j

j
j

T u a T v
−

+

=

=  כלומר ∑=

1
0 2 1

0

( ) ( ) ( ) 0r r
r ra T v a T v a T v−
− −+ + + =" ��	�
1 וקבלנו 

0 2( ) ( ) 0r
ra T v a T v−
−+ +  אבל "=

1( )... ( )rT v T v−0ל ולכן " בת 2... 0ra a − 1 ונקבל כמסקנה כי =
1 1( )r

ru a T v U−
−=  . כנדרש∋

 
 .r נוכיח את המשפט באינדוקציה לפי :הוכחת המשפט

 
 כלשהו כך Wמ "י ת" באופן שרירותי עUנשלים את , T1=T=0 אזי r=1אם : בסיס

Vש U W= vאם , ⊕ W∈ אזי T(v)=0 כמובן שייך גם הוא ל W ולכן W הוא T 
 .איננוריאנטי

 
 נילפוטנטית Tכל העתקה , Vנניח שטענת המשפט נכונה עבור כל מרחב : הנחה

 . מימדיr-1  ציקלי T וכל תת מרחב r-1בעלת אידקס הנילפוטנטיות 
 

T: וFו מעל " מVיהי : צעד V V→לפוטנטיות  נילפוטנטית בעלת אינדקס הניr , ויהי
Uמ של " תV שהוא T ציקלי r 1 2 ו1לפי טענות העזר .  מימדי 1 1:T V V→   כאשר

V1=ImT היא בעלת אינדקס הנילפוטנטיות r-1 ו U1 הוא T1 ציקלי r-1 לכן . מימדי
 איננוריאנטי כך ש T1 שהוא V1 של W1קיים תת מרחב , לפי הנחת האינדוקציה

1 1 1V U W= ⊕. 

}נגדיר  }0 1(1) : ( )W v V T v W= ∈ 1v אם ∋ W∈ 1 אזי( )T v W∈ 0 ולכןv W∈  1לכן 0W W⊆ .

0vאם  W∈ 1 אזי 0( )T v W W∈ ⊆ . 

 . אינוריאנטיT הוא W0) 2: (מסקנה
 

V(3)0נוכיח  W U= +: 

vיהי  V∈ 1 אזי( )T v V∈ 1 ולכן 1( )T v u w= 1 כאשר + 1 1;w W u U∈  2 לפי טענת עזר ∋

uקיים  U∈1 כך ש ( )u T u= .נרשום( )v u v u= +  אזי −

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T v u T v T u u w u W− = − = + − ∈ 

0v) 1(לכן לפי  u W− u ו ∋ U∈ כלומר כל וקטור של V ניתן לרשום כסכום של 

 .מתקיים) 3( כנדרש ולכן UוW0וקטורי 
  

(4)1נוכיח  {0}U W =∩: 

1uאם  U W∈ u אזי ∩ U∈ 1 וגםu W∈ , 1 2לכן לפי טענת עזר( )T u U∈ . 1גם( )T u W∈ 

)1כי  ) ( )T u T u= ו W1 הוא T1 1 אינווריאנטי לכן 1( )T u U W∈  כי T(u)=0לכן  ∩

1 1 {0}U W 1u 3 לכן לפי טענת עזר ∩= U∈ , 1לכן 1 {0}u U W∈ 1 כלומר ∩= {0}U W =∩ 
 .כנדרש

0אזי  1 1(5)( ) {0}U W W U W⊆ =∩ ∩ ∩ 
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2נגדיר  0 1( )W U W W= }א " ז∩⊕ }2 1 2 1 0 2 1: ,W v v v U W v W= + ∈  לכן ∩∋

( )2 0 1(6)W U W W= 0:  אבל∩⊕ 0U W W⊆∩,1 0W W⊆ 2 לכן 0W W⊆ תמיד ניתן לבחור 

0 כך ש W0של  W3תת מרחב  2 3(7)W W W= ניתן לכתוב  ) 7(ו) 6( לפי ⊕

( )0 2 3 0 1 3W W W U W W W= ⊕ = ⊕ 1 נסמן ∩⊕ 3W W W= )אזי   ⊕ )0 0(8)W U W W= ⊕∩ 

W זה הוא ה W3.  המבוקש 0W W⊆ 1) 7( לפי 0W W⊆ - מהגדרה של W0 לכן 

1 0W W W⊆   .W לפי ההגדרה של ⊇
 : נבדוק כי מתקיימות כל הדרישות

1 .W הוא T אכן אם – אינוריאנטי v W∈ 0 אזיv W∈ , 1לכן( )T v W W∈ ) 8( לפי ⊇

2.0 0( ) ( ) {0}W U W W U W W U= = =∩ ∩ ∩ ∩ ∩ 

Vנוכיח ש . 3 W U= V(3)0הוכחנו קודם ש , ⊕ W U= vלכן אם , + V∈ אזי 

0v u w= 0 כאשר + 0;u U w W∈ 0) 8( אבל לפי ∋ 1w u w=  כאשר +

( )1 0 ;u U W U w W∈ ⊂ 1v ולכן ∩∋ u u w= + 1 כאשר + ;u u U w W+ ∈ א " ז∋

V U W=  . כנדרש+
 

 : של מטריצה נילפוטנטיתJordanצורת 
 

dimV=n  :Tכך ש , Fו מעל " מVיהי  V V→ נילפוטנטית ובעלת אינדקס 
 : אזיr1הנילפוטנטיות 

 בצורה Vניתן לרשום את  .א
1

m

jj
V U

=
=  ציקליים של T הם תת מרחבים Uj כאשר ⊕

V)  ולכן גםTים איננוריאנט  (dim j jU r= 1 כאשר 2 mr r r≥ ≥ ≥" 

)12 בצורה הרגילה Ujנרשום  .ב , ( ), ( ),..., ( ))jr
j j j j jU sp v T v T v T v−= אזי 

12, ( ), ( ),..., ( )jr
j j j j jv T v T v T v−Γ 1 נבנה בסיס Uj הוא בסיס של = 2 mΓ = Γ Γ Γ" 

] אזי Vזהו בסיס של ' לפי חלק א ]
1 0

0 m

B
B T

B
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 כאשר 

|

0 1 0 0
0 0

1 0
0 1
0 0 0

j
j

j UB T
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎜ ⎟= =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #

# # %
# % %
" "

dim אם  2j jr U=  Bj=(0) אזי rj=1 אם ≤

 .של מטריצה נילפוטנטית Jordanמטריצה זו נקראת צורת 
 

1 נוכיח באינדוקציה לפי :הוכחה n≤ . אםn=1 1 אזיr n≤ לכן r1=1א " זdimU1=1 

 .U1=Vמר כלו
dimVנניח שהוכחנו את הטענה עבור כל  .ג m n= . dimV=n כך ש V ונוכיח עבור >

לפי המשפט האחרון . מימדי r1 ציקלי U1 Tלפי טענה שהוכחנו קיים תת מרחב 
1 אינווריאנטי כך ש T שהוא Vמ של " תWקיים  1V U W= נגדיר העתקה , ⊕

' :T W W→ כך ש |' WT T= . אזי לכלw W∈ 1 ( ) 0rT w ,  נילפוטנטית'T לכן =

2אינדקס הנילפוטנטיות שלה הוא מספר  1r r≤ . אבלdimW n< , לכן לפי הנחת
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האינדוקציה 
2

m

jj
W U

=
= dim ציקליים T הם תת מרחבים Uj כאשר ⊕ j jU r= 

2כאשר  mr r≥ 1 לכן "≤ 2

m

jj
V U U

=
= +  כלומר ⊕

1

m

jj
V U

=
=  . כנדרש⊕

 
 

l מטריצה בגודל B תהי :1טענה  l⋅ מן הצורה 

( )1 1

0 1 0 0
0 0

0, , ,1 0
0 1
0 0 0

lB e e −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #

…# # %
# % %
" "

2l כאשר   אזי מספר העמודות השונות ≤

 הוא  Bkמאפס במטריצה 
0

0
k l l k

k l
≤ ≤ ⇒ −
> ⇒

  

1: הוכחה 12 ; | 0i ii l Be e Be−≤ ≤ = נוכיח ש .  לפי צורת המטריצה=

( )10,0, , , ,k
l kB e e −= …  . באינדוקציה…

 . זה נתוןk=1אם : בסיס
 אז kאם זה נכון עבור , אכן: צעד

( ) ( )1
1 1 1( ) 0, 0, , , , 0,0, , , ,k k

l k l kB B B B B Be Be e e+
− − −= = =… … …  יש Bk לכן במטריצה …

lבדיוק  k−בפרט אם .  עמודות השונות מאפסk=l אזי Bk=0) . נכון גם מהעובדה
שאינדקס הנילפוטנטיות של מטריצה קטן או שווה ממימד המרחב שהוא גודל 

 .)המטריצה
 

)אם דרגה של מטריצה . 1תנאים של טענה ב: 1תוצאה  ( ) 0) _ 0k kr B B>  אזי >
1( ) ( ) 1k kr B r B+ = ) ואם − ) 0kr B )1 אזי = ) ( )k kr B r B+ =. 

אם : תזכורת
1 0

0 m

B
A

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 אזי 
1 0

0

k

k

k
m

B
A

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"
1k לכל  כלומר כל . ≤

1 כאשר Biבלוק  i m≤  .. מקיים את התוצאה≥
 

 שווה לסכום הדרגות של כל מטריצות הבלוקים  Akהדרגה של המטריצה 
 Akכי אם עמודה מסוימת בבלוק מסוים שווה לאפס אזי גם ב , שמרכיבות אותה

היא שווה לאפס ולכן 
1 1

0

( ) ( ) ( )
k
j

m
k k k

j j
j j m

B

r A r B r B
= ≤ ≤

≠

= =∑ בל כי  ונק∑

1

1 1
0 0

( ) ( ( ) 1) ( ) ( )
k k
j j

k k k
j j

j m j m
B B

r A r B r B c k+

≤ ≤ ≤ ≤
≠ ≠

= − = −∑  הוא מספר הבלוקים של C(k)כאשר  ∑

Akהשונים מאפס . 
)1: מסקנה ) ( )k k

kr A r A C+− =  
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,0יהי : סימון 1j k≥ . j כך שדרגת הבלוק היא Ak מספר הבלוקים של n(j,k) נסמן ≤

 כאלה שדרגתם היא  Ak-1צה  מספר זה בדיוק שווה למספר הבלוקים במטריj>1אם 
j+1 .א "זn(j,k)=n(j+1,k-1) . אםj=0  אז n(0,k)=n(0,k-1)+n(1,k-1) ולכן נקבל 

n(0,k)-n(0,k-1)=n(1,k-1) כלומר מספר הבלוקים שהפכו לאפס בשלב המעבר מ 
k-1 ל k בנוסף נקבל . 1 הם הבלוקים שדרגתם הייתה

(1) (1, 1) (2, 2) (3, 3) ( 1,1)n k n k n k n k− = − = − = = −"  

בלוקים של  אבל k-1 בעלי דרגה A זה מספר הבלוקים במטריצה n(k-1,1): הערה

 הם מן הצורה  k-1 בעלי דרגה Aהמטריצה  

0 1 0 0
0 0

1 0
0 1
0 0 0

jB

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #

# # %
# % %
" "

 כאשר 

( )j kB M F∈. 

 
 n(0,k) כמו כן dk=n(k-1,1) אזי k*k בעלי הצורה Aמספר הבלוקים של  dkנסמן 

כלומר שהם שווים לאפס לכן ,  היא אפס שדרגתםAkהוא מספר הבלוקים של 

N(0, ) k
all
blocks

n k m C= )1 נקבל 1 ולפי   − )k k km C m C d−− − − (2)1 כלומר = k k kC C d− − = 

ולפי המסקנה נקבל כנוסחה סופית 

( ) ( )1 1
1(3) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k

k k kd C C r A r A r A r A− +
−= − = − − − 

 
ספר הבלוקים מ dk נסמן על ידי Jordan מטריצה נילפוטנטית בצורת Aתהי :משפט

1 אזי לכל k*k בעלי הצורה Aשל  12 ( ) ( ) 2 ( )k k k
kk d r A r A r A− +≥ ⇒ = + נובע  (−

 )מהמסקנה

] אם r(T)=dimIm(T): תזכורת ]A T
Γ

 .r(A)=r(T) בסיס כלשהו אזי Γ כאשר =

 
T:תהי  : 1תוצאה  V V→נילפוטנטית  ,V בעל מימד סופי ותהי A צורת Jordan  

k*k 2 אזי מספר הבלוקים מן הצורה Tשל העתקה  k≤ ב A הוא 
1 1( ) ( ) 2 ( )k k kr T r T r T− ++ − 

 מוגדרת באופן חד T של  Jordanצורת , בתנאים של התוצאה הקודמת: 2תוצאה 
 . ערכי
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 : A של מטריצה כלשהי Jordanצורת 
)תהי  )nA M∈ 1 ןיהיו ^ 2, , mλ λ λ ∈" אזי אנו .  השונים זה מזהAע של " הם הע^

 : אםJordan היא בעלת צורת Aאומרים ש 

 .א
1 0

0 m

A
A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

j מן הצורה Aj כאשר  jn ni ו 
1

m

j
j
n n

=

=∑  

 

 .ב
1 0

0
j

j

r j

A
A

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"
ועיות שיכולות להיות משני  הן מטריצות ריבAij כאשר 

 : הצורות הבאות בלבד
 

  Aij=(λj) ואז 1X1מטריצה  .1

2. 

1 0 0
0

1 0
1

0 0

j

j

ij

j

j

A

λ
λ

λ
λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% % #
% % %

%
#
"

זהו בעצם צירוף של שני מטריצות 

 של מטריצה  Jordan והשני צורת λjהאחת שבאלכסון שלה מופיע 
 .נילפוטנטית

1: במטריצה כזו יתקיים 2
1 2( ) det( ) ( ) ( ) ( ) mnn n

A mf t tI A t t tλ λ λ= − = − − −" 
 

n, :T מרחב לינארי ממימד Vיהי : משפט V V→ לינארית אזי קיים בסיס Γ של V 
]כך ש ]A T

Γ
 מקיימת את הדרישות Aיתירה מזאת . Jordan היא בעלת צורת =

 :הבאות

1

( ) ( ) j
m

n
T j

j

f t t λ
=

= jהיא מן הצורה  Aj כאשר ∏− jn ni 

 λjהוא הריבוי הגיאומטרי של  rj אזי Ajספר הבלוקים הקטנים ב  מrjיהי 
1נסמן על ידי  ;j iji r A≤  הוא מן Aij אזי ניתן לכתוב ש Aj את הבלוקים הקטנים של ≥

 אזי rijxrijהצורה 
1
max

j
j iji r
l r

≤ ≤
jt הוא החזקה של = λ−בפולינום המינימלי  . 

T: מרחב לינארי Vיהי : טענה V V→ 1ו ; ii k U≤  אינווריאנטים לגבי Vמ של " ת≥

T . יהי
1

k

ii
U U

=
= 1 רגולריות לכל T|Uiאם  ⊗ i k≤  . גם רגולריתT|U אזי ≥

1 כלומר כלומר k=2נוכיח למקרה : הוכחה 2U U U= u נניח ⊕ U∈ כך ש ( ) 0T u = 

1אזי  2 1 1 2 2; ,u u u u U u U= + ∈ 1 אזי ∋ 2( ) ( ) 0T u T u+ 1 אזי = 2( ) ( )T u T u=  ולכן −

1 1 2( ) {0}T u U U∈  כי גם u2=0לכן  וT(u2)=0 ולכן u1=0 רגולרית ולכן T|U1 אבל ∩=

T|U2 היא רגולרית . 
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  . k+1 ונוכיח עבור kנניח נכונות הטענה עבור 

, אכן
1

1
1

k

k
i
W U

+

+
=

 כאשר ∑⊕
1

k

ii
W U

=
= וברור גם ,  רגולריתT|W לפי הנחת האינדוקציה ⊗

 רגולרית על Tמ הוכחנו ולכן " איננוריאנטי ועבור מקרה של שני תT הוא Wש 

1kW U  . כנדרש⊕+
 

T: ותהי F מרחב לינארי מעל Vיהי : 1משפט  V V→ לינארית כך ש 

1

( ) ( ) j
m

n
T j

j

f t t λ
=

= 1 כאשר ∏− 2, , mλ λ λ"ע של " הם העT השונים זה מזה אזי קיימים 

1תתי מרחבים  ; jj m U≤  כך ש Tוריאנטים לגבי  אינו≥
1

m

jj
V U

=
= | וגם ⊗ jU j jT I Nλ= + 

 . היא נילפוטנטיתNjכאשר 
 

1 אזי קיים Tע של " עλיהי : 1טענת עזר  mλ≤ כך ש לכל m jλ ≤ 

( )( ) ( )( )ker kerj mT I T I λλ λ− = −. 

 

1לכל : הוכחה j≤ נקבל ( )( ) ( )( )1ker kerj jT I T Iλ λ+− ⊇  אכן אם −

( )( )ker jv T Iλ∈  אזי −

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1( ) ( ) (0) 0 kerj j jT I v T I T I v T I v T Iλ λ λ λ λ+ +− = − − = − = ⇒ ∈ − 

)נסמן  )dim ker j
jd T Iλ= 1 ונקבל לכל − j≤ 1 כיj jd d jd אבל ≥+ n≤ן קיים  לכm 

jכך ש  md d= עבור כל m j≤כנדרש . 

 

)נסמן  )( )ker mU T I λ

λ λ= − 

 
 .  אינווריאנטיT הוא Uλ: 2טענת עזר 

vאם : הוכחה Uλ∈ אזי גם ( ) ( )T I v Uλλ− :  אכן∋

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) (0) 0m mT I T I v T I T I v T Iλ λλ λ λ λ λ− − = − − = −  ולכן =

( )( ) ( )T v T I v v Uλλ λ= − + ∈ 
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λיהיו : 3טענת עזר  µ≠ע של " שני עT אזי |UT I µλ− רגולרית וגם Uµ 

Tאינווריאנטית לגבי  Iλ−. 
 

vברור שאם  :הוכחה Uµ∈ אזי ( ) ( ) ( )T I v T v v Uµλ λ− = −  Uµ T כי ∋
 . 2אינווריאנטית לפי טענת עזר 

UT|נניח בשלילה ש  I µλ−0 איננה רגולרית אזי קיים v Uµ≠ ) כך ש  ∋ ) ( ) 0T I vλ− = 

)אזי  )T v vλ= ולכן ( ) ( ) ( ) ( )T I v T v v vµ µ λ µ− = − =  נקבל  m ובאינדוקציה לפי −

): ש ) ( ) ( )m mT I v vµ λ µ− = 1לכל . − m≤ ( )( )ker mU T I µ

µ µ= v לכן אם − Uµ∈ אז 

( ) ( ) ( ) 0m mT I v vµ µµ λ µ− = − ;0 אבל = 0vλ µ− ≠ א "יבלנו סתירה ז ולכן ק≠

|UT I µλ−רגולרית . 

 

): מסקנה )( )|

m

U
T I

µ
λ− 1 רגולרית לכל m≤  

 :1הוכחת משפט 
1יהיו  2... mλ λ λע של " עT השונים זה מזה ונסמן j jU Uλ= . נסמן

1
1 ;

k

k j
j

k m W U
=

≤ ≤ =∑ 

נוכיח ש : 1שלב 
1

(1)
k

k jj
W U

=
=  .k באינדוקציה לפי ⊕

 נקבל בצורה טריויאלית k=1עבור : בסיס
1

1 11 jj
W U U

=
= ⊕ = 

 אזי kנכונה עבור ) 1(נניח שטענה 
1

1 1
1

k

k j k k
j

W U W U
+

+ +
=

= =  כאשר ∑+
1

k

k jj
W U

=
=  לפי ⊕

1kכי נניח . הנחת האינדוקציה kv W U +∈ 1kv אזי ∩ U  כלומר ∋+

1
1(2)( ) ( ) 0

m
k

kT I vλλ +
+− = .

1

k

jj
v U

=
)1 אבל ⊕∋ )kT Iλ 1 כאשר Uj רגולרית על −+ j k≤ ≤ 

1לפי הטענה שהוכחנו לפני המשפט . 3לפי טענה  |( )
kk WT Iλ  רגולרית כי −+

1

k

k jj
W U

=
= ⊕ 

)1לכן  )mkT Iλ  . v=0) 2(לפי  לכן m≤1 לכל Wk רגולרית על −+

1: מסקנה 0k kW U + 1 לכן ∩= 1k k kW W U+ += ⊕ 
 

 .Wm=Vנוכיח ש 

נשים לב כי 
1

( ) ( )
m n j

T j
j

f t t λ
=

= 0 נסמן ∏−
1

; ( ) j
k

n
k j

j

T I T T Iλ
=

= =  אזי ∏−

1(1)1 ; ( )nkk k kk m T T I Tλ −≤ ≤ = v נניח בדרך השלילה כי קיים − V∈ כך ש mv W∉ .

0: נתבונן בסדרה של וקטורים 1 2( ), ( ), ( ),...., ( )mv T v T v T v T v= 0 לפי ההנחה ( )T v V∉ 

)אבל  ) 0mT v ) כי = ) 0m TT f T= ) ולכן = )m mT v W∈ . קייםk 1 מינימלי k m≤  כך ≥

)ש )k mT v W∈ 1 אבל( )k mT v W− ∉ . 

)אם  )k mT v W∈ אז 
1

1 ; ; ( )
k

i i k i
i

i k u U T v u
=

≤ ≤ ∈ =∑ 
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: סימון
1

m

m j k k kj
j k

W U U G U
=
≠

= ⊕ ⊕ =  כלומר ⊕
1

(2)
m

k jj
j k

G U
=
≠

= ⊕  

(3)לכן  ( )k k kT v g u= k, כאשר + k k kg G u U∈ ∈ 

)| 3לפי טענת עזר  )k U j
T I

λ
λ− היא רגולרית כל עוד j k≠ . לכן|( )

Kk GT Iλ− וגם 

|( ) k

K

n
k GT Iλ− כלומר . והטענה שהוכחנו לפני ניסוח המשפט) 2( רגולריות לפי סימון

( ) :kn
k k kT I G Gλ− ))Im|א " רגולרית ז→ ) )k

k

n
k G kT I Gλ−  זאת אומרת קיים =

k kq G∈ (4) כך ש( ) ( )kn
k k kT I q gλ− נקבל  ) 1(ו) 3( לפי =

(4)

1( ) ( ) ( ) ( )n nk k
k k k k kT I T v u T I qλ λ−− = +  נעביר אגף ונקבל −

1( ) ( ( ) )nk
k k k kT I T v q uλ −− − ) נפעיל את = ) km

kT I λλ−על שני האגפים ונקבל  :

1( ) ( ( ) ) ( ) ( ) 0n m mkk k
k k k k kT I T v q T I uλ λλ λ+

−− − = −  לכן =

1( ( ) ) ker( )n mk k
k k kT v q T I λλ− − ∈ )ker 1 אבל לפי טענת עזר − )n mk k

k kT I Uλλ− א " ז=

1( ) )k k k mT v q U W− − ∈ k אבל ⊇ kq G∈ כאשר k mG W⊆ ולכן 

1 1( ) ( ( ) )k k k k mT v q T v q W− −= + −  שאיננו שייך ל  vכלומר ההנחה שקיים .  בסתירה∋

Wm  מביאה לסתירה ולכן V=Wmכלומר .  כנדרש
1

m

jj
V U

=
=  T הוא Uj כאשר כל ⊕

)את יתירה מז, איננוריאנטי )( )ker jm

j jU T I λλ= j|א " ז− UjT Iλ−נילפוטנטית . 

j|נסמן  Uj jT I Nλ− Uj|א " ז= j jT I Nλ= +. 

 
N:תהי : טענה W W→ נילפוטנטית כאשר W מרחב לינארי מעל F , יהיFλ  אזי ∋
Wj 1מ לינאריים "ן למצוא תנית j k≤ ≤ N ציקליים ובסיסים jΓ 1 j k≤  בתת ≥

...1ל ונבנה בסיס "מרחבים הנ kΓ = Γ Γאזי  :[ ]
1 0

0 k

B
N I

B
λ

Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 ו 

[ ]j j
B N Iλ

Γ
=  כאשר +

1 0 0
0

0
1

0 0

jB

λ
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% #

# % %
%

"

 

 Wj Nמ  " של מטריצה נילפוטנטית קיימים תJordanלפי המשפט על צורת : הוכחה

jΓ 1ציקליים ובסיסים  j k≤ ] כך ש ≥ ]
1 0

0 k

A
N

A
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 

]ו ]

0 1 0 0
0 0 1

0 0
1

0 0 0

j j
A N

Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
#

# %
%

"

] ולכן  ] | |Wj Wjj j j
N I N Iλ λ

Γ Γ Γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ⎣  . כנדרש⎦
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T:תהי : תוצאה V V→ 1 לינארית שרירותית ויהיו 2... mλ λ λע של " כל העT השונים 

זה מזה ו 
1

( ) ( )
m n j

T j
j

f t t λ
=

=  V Uj אינווריאנטים של T אזי קיימים תתי מרחבים ∏−

Uj|כך ש  j jT N Iλ=  ו +
1

m

jj
V U

=
=  מתפרק בעצמו לתת Ujמ "יתירה מזאת כל ת. ⊕

כלומר ,  אינווריאנטיםTמרחבים 
1

jr

j iji
U U

=
=  בכל תת ijΓ וניתן לבחור בסיסים ⊕

] כך ש Uijמרחב  ]
1 0

0 m

B
T

B
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

...1 כך ש  kΓ = Γ Γ כאשר כל Bj 1 j m≤  הוא ≥

1

2
|

0 0
0

0
0 0

j

j

j
j Uj j

r j

B
B

B T

B
Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% #

# % %
"

1 כאשר  ...
jj j r jΓ = Γ Γ  וכל מטריצה 

|

1 0 0
0

0
1

0 0

j

j

ij Uij ij

j

B T

λ
λ

λ

Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% #

# % %
%

"

 

 

 אזי Tשל העתקה  Jordan צורת Jתהי : תוצאה
1

( ) ( )
m n j

T j
j

f t t λ
=

=  הוא nj כאשר ∏−

 המופיע בפיתוחBjבחלק ) או העמודות(מספר השורות 
1 0

0 m

B
J

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

  

 ו F פולינום מעל שדה gאם : הערה
1 0

0 m

B
J

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

 אז 

1( ) 0
( )

0 ( )m

g B
g J

g B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"
1 לכל g(Bj)=0 אזי g(J)=0א אם " ז j m≤  וזה ≥

j אבל Bj מתחלק בכל הפולינומים המינימליים של gמתקיים רק אם  j jB N Iλ= + 

) נילפוטנטית ולכן  Njכאשר  ) jl
Bj jm t λ=  . Bj הפולינום המינימלי של −

1

2

0 0
0

0
0 0

j

j

j
j

r j

B
B

B

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% #

# % %
"

 dim( ) ( ) ijr Bij
Bij jm t t λ →=  ולכן −

1
max

j
j iji r
l r

≤ ≤
= 


