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  המספרים הממשיים .1
  
  

  הגדרה אקסיומטית של המספרים הממשיים .1.1
  

מבחינה גאומטרית המספרים הממשיים הם הציר הממשי והם משהו שמאפשר לנו לעשות כל מיני 
  .אבל היינו רוצים לעשות גם כל מיני פעולות עם המדידות האלה. מדידות

  
  .יש כמה תכונות שנתייחס אליהן כאל אקסיומות, \י "שמסומנים ע, למספרים הממשיים

  : מוגדרות שתי פעולות דו מקומיות\על 
+:: חיבור .1 × →\ \ )כך , \ ),x y x y+6  
⋅:: כפל .2 × →\ \ )כך , \ ),x y x y⋅6 

  :אקסיומות השדהאשר נקראות , אשר מקיימות את התכונות הבאות
  :אקסיומות החיבור .1

,לכל : אסוציאטיביות .1.1 ,a b c∈\ מתקיים ( ) ( )a b c a b c+ + = + + 
a,לכל : וטטיביותקומ .1.2 b∈\ מתקיים a b b a+ = + 
0 מתקיים \∋aלכל : קיום אפס .1.3 0a a a+ = = + 
) מתקיים \∋aלכל : קיום נגדי .1.4 ) ( )0a a a a+ − = = − + 

 :אקסיומות הכפל .2
,לכל : יותאסוציאטיב .2.1 ,a b c∈\ מתקיים ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 
a,לכל : קומוטטיביות .2.2 b∈\ מתקיים a b b a⋅ = ⋅ 
1 מתקיים \∋aלכל : קיום יחידה .2.3 1a a a⋅ = = ⋅ 
0לכל : קיום הופכי .2.4 a≠ 1 מתקיים \∋ 11a a a a− −⋅ = = ⋅ 

,לכל : 3דיסטריביוטיביות .3 ,a b c∈\ מתקיים ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅4 
  

אבל . שדהבעיקרון כל קבוצה שמוגדרות עליה שתי פעולת שמקיימות את האקסיומות לעיל נקראת 
  .ת באופן כללי נתעסק באלגברה לינאריתאנחנו מדברים רק על הממשיים ובשדו

  
,יהיו : 1.1.1משפט  ,a b c∈\  . 0אםa ax- אחד ויחיד כך ש\∋x אז קיים ≠ b c+ =.  
וואה לינארית בנעלם אחד המשפט בעצם אומר שבשדה הממשים אנחנו יכולים לפתור כל מש: משמעות

0aברור שאם ! באופן יחיד b לא קיים פתרון אלא אם = c= ואז כל x∈\הוא פיתרון .  
  :הוכחה

,נניח כי קיימים . ראשית נוכיח יחידות 'x x זיטיביות של יחס השוויון אזי בגלל טרנ.  כאלה\∋
'ax b ax b+ = כל , באופן כללי. כעת נבצע כל מיני פעולות שמתבססות על התכונות של הממשיים. +

  .המעברים גם מסתמכים על הטרנזיטיביות של יחס השוויון
) ולכן −bקיים  ) ( ) ( ) ( )'ax b b ax b b+ + − = + + −  

): ת של החיבורלפי אסוציאטיביו )( ) ( )( )'ax b b ax b b+ + − = + + −  
0: לפי הגדרת הנגדי ' 0ax ax+ = +  
ax': לפי הגדרת האפס ax=  

0a ) ואז −1a ולכן קיים ≠ ) ( )1 1 'a ax a ax− −=  

                                                 
 החוק שמקשר בין פעולת החיבור לפעולת הכפל 3
אבל אלה , במספרים הממשיים אנחנו יודעים מהו סדר פעולות החשבון. עניינת שיש לשים לב אליהיש פה נקודה מ, אגב 4

אקסיומות של השדה באופן כללי ולמעשה לביטוי הזה אין כל משמעות עד שאנחנו לא אומרים באיזה סדר יש לבצע את 
  .כן את החיבורבכל שדה אנחנו אומרים שמבצעים קודם את פעולת הכפל ולאחר מ, ובכן. הפעולות
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): לפי אסוציאטיביות של הכפל ) ( )1 1 'a a x a a x− −=  
1 :ההופכילפי הגדרת  1 'x x⋅ = ⋅  

x'לפי הגדרת היחידה  x=.  
אם קיים , במילים אחרות. אם קיימים שני מספרים שמקיימים את הדרוש הם חייבים להיות שווים, כלומר

  .מספר כזה אז הוא יחיד
b,1כפי שכבר נאמר קיימים , ראשית.  שכזהxכעת נראה שקיים מספר  a−− ולכן הביטוי ( )( )1a c b− + − 

)נשאיר לקורא להוכיח כי . מוגדר )( )1x a c b−= +   ☺.  מקיים את התכונה הדרושה−
  

  :מסקנות
  האפס הוא יחיד .1
 הנגדי הוא יחיד .2
  יחידההיחידה היא .3
 ההופכי הוא יחיד .4

  :הוכחה
xנסתכל במשוואה  .1 b b+ 0x-ברור ש.  קיים פיתרון יחיד למשוואה הזאת1.1.1לפי משפט . =  הוא =

  .ולכן הוא יחיד. פיתרון
0xנסתכל במשוואה  .2 b+ = .x b=  . הפיתרון הוא יחיד1.1.1 אותה ולפי משפט  פותר−
axנסתכל במשוואה  .3 a= .1-ברור שx  . הוא יחיד1.1.1 הוא פיתרון ולפי משפט =
1axנסתכל במשוואה  .4 0a כאשר = 1x-ברור ש. ≠ a−= הוא יחיד1.1.1 הוא פיתרון ולפי משפט  .

☺  
  

נשאיר את . מהאקסיומות גם ניתן להוכיח כל מיני תכונות של איברים בשדות בכלל ושל הממשיים בפרט
  :ההוכחות לקורא

0 מתקיים \∋xלכל  .1 0x⋅ =  
a,אם  .2 b∈\0- וab 0a אזי = 0b או = = 
) מתקיים \∋aלכל  .3 )1 a a− = − 
a,לכל  .4 b∈\ מתקיים ( ) ( ) ( )ab a b a b− = − = ) וכן − )( )a b ab− − = 
  

)נסמן  )a b a b− ≡ + 0b ואם − ≠ 1a a b
b

−≡ ⋅  

  
תכונות אלה מאפשרות לנו לסדר את . לשדה הממשיים יש עוד תכונות שמבדילות אותו משדות אחרים

  :אקסיומות הסדרתכונות אלה נקראות . הממשיים על הישר
a,לכל : טריכוטומיה .1 b∈\מתקיימת אחת ורק אחד מן האפשרויות הבאות  :, ,a b a b b a< = <  
,לכל : טרנזיטיביות .2 ,a b c∈\ אם a b< וגם b c< אז a c< 
,לכל  .3 ,a b c∈\  אםa b< אז a c b c+ < + 
,לכל  .4 ,a b c∈\ 0 אם c<ו -a b< אז ac bc< 
  

0 אם חיובי ייקרא \∋aמספר : הגדרה a< .את קבוצת המספרים הממשיים החיוביים\+-נסמן ב  .
+-ברור ש ⊂\ \.  

  
a,יהיו : הגדרה b∈\ .נאמר ש-a b≤ אם a b< או a b=.  

  
,יהיו : 1.1.2למה  , ,a b c d aאם . \∋ b< וגם c d< אזי a c b d+ < +  
aלפי אקסיומות הסדר אם : הוכחה b< אז a c b c+ < c ואם + d< אז b c b d+ < כעת מטרנזיטיביות . +

a c b d+ < + .☺  
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a∈\ 0aלכל : 1.1.3למה  0מ " אמ> a< −.  
  :הוכחה

0a- כך ש\∋aיהי ) ⇐( אזי מאקסיומות הסדר והתכונות של שדה הממשיים .  >
( ) ( )0 0a a a a= + − < + − = 0כלומר . − a< −.  

0- כך ש\∋aכעת יהי ) ⇒( a< 0ו קודם כעת כמ. − 0a a a a= + < − + 0a כלומר = < .☺  
  

  :1.1.4משפט 
1. 0 1<  
a,אם  .2 b a אז \∋+ b ++ ∈\ 
a,אם  .3 b a אז \∋+ b +⋅ ∈\ 

  :הוכחה
1בממשיים  .1 1- ולכן לפי טריכוטומיה או ש≠0 0- או ש>0 1-נניח בשלילה ש. >1 אזי לפי למה . >0

1.1.3 0 1< )ולפי אקסיומות הסדר . − ) ( ) ( )0 0 1 1 1 1= ⋅ − < − ⋅ − 0 כלומר =   . וזו סתירה>1
a,אם  .2 b 0- פירושו של דבר ש\∋+ a< 0 וגם b< . 0 1.1.2אזי לפי למה 0 0 a b= + <  כלומר +

0 a b< a כלומר + b ++ ∈\. 
a,אם  .3 b 0- פירושו של דבר ש\∋+ a< 0 וגם b< . לכן ניתן לכפול לפי אקסיומות הסדר ונקבל

0 0 b a b= ⋅ < 0 כלומר ⋅ a b< a כלומר ⋅ b +⋅ ∈\ .☺ 
  

2a נסמן \∋aלכל  a a≡ ⋅.  
  

2 מתקיים \∋aלכל : 1.1.5למה  0a 20יתר על כן . ≤ 0a a= ⇔ =.  
  : אפשרויות3בגלל הטריכוטומיה יש : הוכחה

0aאם  - 2 אז = 0 0 0a a a= ⋅ = ⋅ =  
0אם  - a< 20 1.1.4 אז לפי משפט a a a< ⋅ =  
0aאם  - 0 1.1.3 אז לפי למה > a< ) ואז − )20 a≤ אבל לפי התכונות של שדה . −

( )( ) 2a a a a a− − = ⋅ 20 כלומר = a<.  
2-כעת נניח ש 0a a a⋅ = 0aאזי לפי התכונות של שדה . = 0a או = 0a, בכל אופן. = = .☺  

  
2בממשיים אין פיתרון למשוואה : 1.1.6מסקנה  1 0x + =.  
20 1.1.5לפי למה . \∋xיהי : הוכחה x≤ . 21לפי אקסיומות הסדר 0 1 1x= + ≤ 0 אבל +  ולכן >1

20 1x< 2לפי טריכוטומיה לא יכול להתקיים . + 1 0x + = .☺  
  
  

  המספרים הטבעיים ועיקרון האינדוקציה .1.2
  

Sקבוצה : הגדרה ⊂   : את התכונות הבאותמקיימת תיקרא אינדוקטיבית אם היא \
1. 1 S∈  
2. 1x S x S+ ∈ ⇐ ∈ 
  

  :דוגמאות
 : היא אינדוקטיבית\קבוצת הממשיים  .1

 \∋1לפי אקסיומה  .1.1
1x מתקיים \∋xבגלל הסגירות לחיבור לכל  .1.2 + ∈\ 

 : היא אינדוקטיבית\+החיוביים  .2
1 1.1.4לפי משפט  .2.1 +∈\ 
x אם לפי אותו המשפט .2.2 1x אז גם \∋+ ++ ∈\ 

 . אינה אינדוקטיבית∅בפרט הקבוצה הריקה . קבוצה סופית לא יכולה להיות אינדוקטיבית .3
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: הגדרה
 is inductive

S
S

S
⊂

=
\

`   המספרים הטבעיים ונקרא לקבוצה ∩

  
  .בוצות אינדוקטיביות הינו קבוצה אינדוקטיביתחיתוך של ק: 1.2.1למה 

  . מוגדרת כחיתוך של קבוצות אינדוקטיביות היא אינדוקטייבת בעצמה`-מאחר ש: משמעות
}יהיו : הוכחה }Sα α∈Α

αאזי לפי ההגדרה לכל .  קבוצות אינדוקטיביות ∈Α1קיים  מת Sα∈  . לכן
1 aA

α∈Α

axכעת יהי . ∩∋ A
α∈Α

xאזי . ∩∋ Sα∈ לכל α ∈Α . אבלSα 1 אינדוקטיביות ולכןx Sα+  לכל ∋

α ∈Α . 1כלומר ax A
α∈Α

+ aAלכן . ∩∋
α∈Α
  ☺.  אינדוקטיבית∩

  
Sאם : 1.2.2משפט  ⊂ S אינדוקטיבית אזי ` = `5  
S: הוכחה ⊂ ⊂` לכן .  היא חיתוך של כל הקבוצות אינדוקטיביות` כי `⊃Sלכן .  אינדוקטיבית\

S=` .☺  
  

) נתונה טענה `∋nעבור כל ): האינדוקציה עקרון (1.2.3משפט  )P n .אם מתקיימים התנאים הבאים:  
1. ( )1Pנכונה   
)אם  .2 )P n נכונה אז גם ( )1P n   נכונה+

)אז  )P n נכונה לכל n∈`.  
)נגדיר : הוכחה ){ }:  is trueS n P n= ∈ ⊂`   : קבוצה אינדוקטיביתS-נראה ש. `

)-נתון ש .1 )1P1לכן .  נכונה S∈  
n-נניח ש .2 S∈ . כלומר( )P nאזי לפי הנתון .  נכונה( )1P n 1nכלומר ,  נכונה+ S+ ∈. 

אבל לפי משפט .  היא קבוצה אינדוקטיביתSהראנו שמתקיימות התכונות של קבוצה אינדוקטיבית ולכן 
1.1.2 S = )כלומר . ` )P n נכונה לכל n∈` .☺  

  
  .י הסתכלות במקרה אחד בלבד" מאפשרת להוכיח אינסוף טענות עהעוצמה של האינדוקציה היא שהיא

  

)נוכיח כי : דוגמה )1 2 ... 1
2
nn n+ + + = +  

1nעבור : בסיס האינדוקציה ) אכן מתקיים = )11 1 1
2

= +  

)-נניח כי נכון ש: הנחת האינדוקציה )1 2 ... 1
2
nn n+ + + = +.  

)-נוכיח ש: אינדוקציהצעד ה ) ( ) ( )( )1
1 2 ... 1 1 1

2
n

n n n
+

+ + + + + = + +:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 ... 1 1 1 1 1
2 2
1 121 2 1 1

2 2 2

IH n nn n n n n

n nnn n n

⎛ ⎞+ + + + + = + + + = + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ++⎛ ⎞= + = + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  ☺. `∋nמכאן שהטענה נכונה לכל 
  

1 נגדיר `∋nלכל . \∋xיהי : הגדרה

1
1

n

n n

x x n
x x x n+

⎧ = =
⎨

= ⋅ <⎩
  

  
  

                                                 
 . היא בעצם הקבוצה האינדוקטיבית הקטנה ביותר`-זה הניסוח הפורמלי של הטענה ש 5
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  :1.2.4משפט 
1 מתקיים `∋nלכל  .1 n≤  
m,לכל  .2 n∈` מתקיים m n+ ∈` 
m,לכל  .3 n∈` מתקיים m n⋅ ∈` 
1לכל  .4 n< 1m- כך ש`∋m קיים `∋ n+ = 
m,לכל  .5 n∈` אם n m< אזי m n− ∈` 
1n- כך ש`∋m לא ייתכן שקיים `∋nלכל  .6 m n< < + 

  :הוכחה
)תהי  .1 )P n1- הטענה ש n≤ .ברור ש-( )1P 1 נכונה שהרי )-כעת נניח ש. =1 )P nכלומר ש,  נכונה-

1 n≤ . 0אבל 1 ולכן >1 0 1 1n= + ≤ )כלומר . + )1P n )לכן .  נכונה+ )P n נכונה לכל n∈`.  
 מושאר כתרגיל לקורא .2
 מושאר כתרגיל לקורא .3
}תהי  .4 } { }1 1:S m m= ∪ + 1לפי ההגדרה . ת ומכאן תנבע הטענה אינדוקטיביS-נראה ש. `∋ S∈ .

n-נניח כעת ש S∈. 
1nאם  - 1 אזי לפי ההגדרה = 1 S+ 1m כאשר ∋  .`∋1והרי , =
1אם  - n< אזי קיים m∈`1- כך שm n+ ואז ). כי זו ההגדרה של הקבוצה (=

( )1 1 1m n+ + = 1m) 2(אבל לפי סעיף . + + 1n ולכן `∋ S+ ∈. 
S אינדוקטיבית ולכן Sכלומר  = `.  

)תהי  .5 )P m הטענה שאם n m< אזי m n− )הטענה . `∋ )1Pשכן לפי סעיף ,  מתקיימת באופן ריק
1n- כך ש`∋nלא קיים ) 1( )-כעת נניח ש. > )P mנכונה ונראה ש -( )1P m  `∋nיהי .  נכונה+

1n-כך ש m< )-נרצה להראות ש. + )1m n+ − ∈` .1n m< 1n כלומר + m− ולכן לפי הנחת . >
)האינדוקציה  )1m n− − )אבל . `∋ ) ( )1 1m n m n− − = + )כלומר . − )1m n+ − )לכן . `∋ )P m 

  .`∋mנכונה לכל 
m,נניח בשלילה שקיימים  .6 n∈`1כלומר .  כאלהn m n< < 1mאזי . + n− m) 5(לפי . > n− ∈` 

  ☺). 1(-וזאת סתירה ל
  

m, ולכל \∋xלכל : 1.2.5למה  n∈` מתקיים m n m nx x x +⋅ =  
}נגדיר : הוכחה }: m n m nS n x x x += ∈ ⋅  זוהי קבוצה אינדוקטיבית `∋m ולכל \∋xנראה שלכל . `=

  .ומכאן תנבע הטענה
m∈` 1 ולכל \∋xלפי הגדרה לכל  .1 1m m mx x x x x +⋅ = ⋅ 1לכן . = S∈.  
n-נניח ש .2 S∈ . כלומרm n m nx x x +⋅ =. 

( ) ( ) ( ) ( )1 11
def defIH

m n m nm n m n m n m nx x x x x x x x x x x x+ + + ++ +⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = = ⋅ = =  
1nולכן  S+ ∈.  

S אינדוקטיבית ולכן Sכלומר  = ` .☺  
  

Sתהי : הגדרה ⊂ mאיבר . \ S⊂ של מינימום ייקרא S אם לכל s S∈ מתקיים m s≤.  
  

  .אם המינימום קיים אז הוא יחיד: 1.2.6למה 
Sתהי : הוכחה ⊂ , ויהיו \ 'm m S∈אזי לכל .  מינימהs S∈ , 's m s m≤ ,אבל בפרט . ≥ 'm m S∈ ולכן 

' , 'm m m m≤ m'לכן . ≥ m= .☺  
  

∅Sתהי ): `-ר הטוב בעיקרון הסד (1.2.7משפט  ≠ ⊂   . קיים איבר מינימליS-אזי ל. `
1אם : הוכחה S∈ מינימלי ב1 1.2.4 אזי לפי משפט -S .יח בשלילה שלא קיים איבר מינימלי אחרת ננ

}תהי . S-ב }:   I n s S n s= ∈ ∀ ∈   : אינדוקטיביתS-נראה ש. `>
1-ברור ש .1 I∈.  
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n-נניח ש .2 I∈ . 1אםn I+ s אז קיים ∌ S∈1- כך שs n≤  אין איבר מינימלי ולכן קיים S-ל. +
t S∈1- כך שn t s n< < ≤ 1nלכן . 1.2.4אבל זה בסתירה למשפט . + I+ ∈. 

I אינדוקטיבית ולכן Iכלומר  = Iאבל . ` S∅ = S- וזאת סתירה לכך ש∩ ≠  יש איבר S-לכן ל. ∅
  ☺. מינימלי

  
  .יש כמה אי שוויונים חשובים מאוד שנשתמש בהם רבות

  
1 ולכל `∋nלכל ). אי שוויון ברנולי( 1.2.7משפט  x− ) מתקיים > )1 1 nnx x+ ≤ +  
0x-שוויון כמובן מתקיים במקרה ש: הערה 1n- או ש= =.  
)תהי . nבאינדוקציה על : הוכחה ){ }:1 1 nA n nx x= ∈ + ≤  אינדוקטיבית ומכאן תנבע A-נראה ש. `+

  .הטענה
1-ברור ש .1 A∈ שהרי ( )11 1 1 1x x x+ ⋅ = + = +.  
n-נניח ש .2 A∈ כלומר ( )1 1 nnx x+ ≤  אזי. +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1

2 2

, 0

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

IHn n

n x

x x x nx x

nx x nx n x nx n x

+

↓
≥

+ = + + ≥ + + =

= + + + = + + + > + +  

1nכלומר  A+ ∈.  
A אינדוקטיבית ולכן Aלכן  = ` .☺  

  

a,לכל ): הבינום של ניוטון (1.2.8משפט  b∈\ ולכל n∈` מתקיים ( )
0

n
n k n k

k

n
a b a b

k
−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 כאשר ∑

( )
!

! !
n n
k k n k
⎛ ⎞

=⎜ ⎟ −⎝ ⎠
.  

  .את ההוכחה תמצאו בקורס מתמטיקה דיסקרטית
  

0לכל : 1.2.9מסקנה  x< ולכל n∈` מתקיים ( ) ( ) 21
1

2
n n n

x x
−

+ ≥  

)נסתכל על : הוכחה )1 nx+ .ם של ניוטון נוכל לכתובלפי הבינו  

( ) ( ) ( )2 2 2

00

1 1
1 1 ... 1 ...

1 2 2 2

n
n k n n

xk

n n n nn n n n
x x x x x nx x x x

k n ≥
=

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = = + + + + = + + + + ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ☺  

  
  .בצורה זהה ניתן גם להוכיח את אי שוויון ברנולי בהסתמך על הבינום של ניוטון, אגב

  
  

  אקסיומת השלמות .1.3
  

בפרט ראינו שלא תמיד אם מחסרים מספרים . עד כאן ראינו כל מיני תכונות של המספרים הטבעיים
שם ניתן לחסר ולחבר . [לשם כך יש לנו את המספרים השלמים . מספר טבעיטבעיים התוצאה גם היא 

: הרציונליים מוגדרים כמנות של כל השלמים. כמה שבא לנו ותמיד נישאר בתוך השלמים

: , , 0m m n n
n

⎧ ⎫= ∈ ≠⎨ ⎬
⎩ ⎭

_ ליים אבל גם ברציונ. קל לבדוק שזהו שדה סדור ולא נעשה זאת במסגרת זו. [

אם היינו רוצים לעשות חתונה קתולית בין הרציונליים לבין ציר המספרים היינו , למשל. חסר לנו משהו
למשל אנחנו יכולים למדוד את האורך של האלכסון של ריבוע . אמרנו שהציר מייצג מדידות. בבעיה

  !אבל אבוי לנו. 2האורך הזה הוא . 1שצלעו 
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2- כך ש_∋qלא קיים : 1.3.1משפט  2q =.  

m ניתן להציג בצורה qכל רציונלי : הוכחה
n

, כאשר  , 0m n n∈ m-כמו כן ניתן להניח ש. [≠
n

 היא 

-אז נניח ש. qהצורה המצומצמת של 
2 2

2
22 m mq

n n
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2אזי .  22n m= . 2לכןmולכן גם .  זוגיm 

2mכלומר ניתן לרשום . זוגי l= כאשר l∈] .אזי ( )2 2

2 2

2 42
l l

n n
= 2אזי . = 22n l= ולכן nאבל זה .  זוגי

  ☺.  כזהqלכן לא קיים .  זריםn- וm-עומד בסתירה לכך של
  

  !!!המשפט הזה מאוד חשוב משום שהוא אומר שברציונליים יש לנו חורים
  

L,יהיו : אקסיומת השלמות U ⊂ L לא ריקות אשר מקיימות \ U≤6 . אזי קייםc∈\כך ש -l c u≤ ≤ 
u,לכל  U l L∈ ∈.  

  
Sקבוצה : הגדרה ⊂ μאם קיים ) מלמטה (חסומה מלמעלה תיקרא \ x אשר מקיים \∋ μ≤) xμ ≤ (

xלכל  S∈ .במקרה זה μ של ) מלמטה (חסם מלמעלה ייקראS.  
  

  :דוגמאות
}הקבוצה  .1 }0S uלמשל כל .  חסומה הן מלמעלה והן מלמטה=  הוא חסם מלמעלה ואילו כל \∋+

l   .מטה הוא חסם מל\∋−
 חסומה מלמטה גם \+ואילו קבוצת החיוביים .  למשל0י " חסומה מלמעלה ע\−קבוצת השליליים  .2

 .0י "היא ע
פשוט כי אין , זה עניין פורמלי פדנטי, טוב. י כל מספר ממשי" חסומה הן מלמעלה והן מלמטה ע∅ .3

 .איברים בכלל בקבוצה הריקה אז ההגדרות מתקיימות באופן ריק
x אינה חסומה מלמעלה שהרי לכל \+ .4 1x מאקסיומות הסדר נובע \∋+ x +< + ∈\. 
  

μ: הגדרה Sשל ) תחתון (חסם עליון ייקרא \∋ ⊂   : אם מתקיימים התנאים הבאים\
xלכל  .1 S∈ מתקיים x μ≤) xμ ≤(  
ξלכל  .2 x שמקיים \∋ ξ≤) xξ xלכל ) ≥ S∈ מתקיים μ ξ≤) ξ μ≤( 

  ).מקסימלי(מינימלי ) מלמטה(הוא חסם מלמעלה ) תחתון(חסם עליון , במילים אחרות
supsסמנים  חסם עליון מsאם  S= ואם i חסם תחתון מסמנים infi S=.  

  
  ):)התחתון(תכונת החסם העליון  (1.3.2משפט 

∅Sתהי  ≠ ⊂   ).תחתון( יש חסם עליון S-אזי ל). מלמטה( חסומה מלמעלה \
  .המקרה של קבוצה חסומה מלמטה נעשה באופן אנלוגי. נוכיח למקרה של קבוצה חסומה מלמעלה: הוכחה

S .U קבוצת כל החסמים מלמעלה של Uתהי  ≠ S-ברור ש. למעלה חסומה מS- כי נתון ש∅ U≤ . אזי
x שמקיים \∋cלפי אקסיומת השלמות קיים  c u≤ x, לכל ≥ S u U∈ supc-נטען ש. ∋ S=.  

- x c≤ לכל x S∈ לפי הגדרת c  
- c u≤ לכל u U∈ לפי הגדרת c. 

  ☺.  הוא חסם עליוןcלכן לפי הגדרה 
  

  :הערות
 :םתכונת החסם אינה מבטיחה קיום מינימום או מקסימו .1

infלמשל . לא תמיד החסם התחתון נמצא בתוך הקבוצה .1.1 0+ += ∉\ \  
infלמשל , ולא תמיד החסם התחתון נמצא מחוץ לקבוצה .1.2 1= ∈` ` 

                                                 
 .U קטנים או שווים לאיברים של Lכלומר כל האיברים של  6
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הרי קבוצת החסמים מלמעלה של הקבוצה הריקה היא כל . נבין מדוע חשוב שהקבוצה לא תהיה ריקה .2
באותות אופן . אז לא נוכל למצוא את החסם מלמעלה המינימלי, ההממשיים והם לא חסומים מלמט

קבוצת החסמים מלמטה של הקבוצה הריקה היא כל הממשיים אשר אינם חסומים מלמעלה ולכן לא 
 ...קיים חסם מלמטה מקסימלי

  
  הוא יחיד) התחתון(החסם העליון : 1.3.3משפט 
  .חסם תחתון מתבצעת באופן אנלוגיההוכחה למקרה של . נוכיח למקרה של חסם עליון: הוכחה

Sתהי  ⊂ , ויהיו \ 's s xלכל , כלומר.  שמקיימים את הגדרת החסם העליון\∋ S∈ מתקיים , 'x s s≤ .
,  מתקייםuוכן לכל חסם מלמעלה  's s u≤ .אבל מכאן ש-', 's s s s≤ s'כלומר . ≥ s= .☺  

 
∅Xתהי : 1.3.4משפט  ≠ ⊂   :אזי הטענות הבאות שקולות). למטה( וחסומה מלמעלה \

1. sups X=) infi S=(  
xלכל . א .2 X∈ מתקיים x s≤) i x≤( 

lאם . ב s<) i l< ( אזי קייםx X∈כך ש -l x s< ≤) i x l≤ <(  
xלכל . א .3 X∈ מתקיים x s≤) i x≤( 

0לכל . ב ε< x קיים \∋ X∈ אשר מקיים s x ε− <) x i ε− <(  
ההוכחה של המקרה של החסם התחתון מתבצעת באופן . ח רק את המקרה של חסם עליוןנוכי: הוכחה
  .אנלוגי

)2 supsנניח ) ⇐1 X= . אזי לפי ההגדרה מתקיים שלכלx X≤ x s≤ . כעת יהיl s< . נניח בשלילה
xשלכל  X∈ x l≤ . כלומרl חסם מלמעלה של X . אזיs l<בסתירה להנחה .  

)3 0יהי . ב3רר את ב גו2-יש רק להראות ש) ⇐2 ε< . אזיs sε− xלכן לפי ההנחה קיים . > X∈ כך 
s-ש x sε− < sכלומר . ≥ x ε− <.  
)1 x- שמתקיים ש\∋uיש להראות שלכל ) ⇐3 u≤ לכל x X∈ מתקיים s u≤ . יהיu כזה אך נניח 

u-בשלילה ש s< . 0אזי s u< xלכן קיים . − X∈כך ש -s x s u− < u כלומר − x<בסתירה לכך ש -s 
xמקיים  s≤ לכל x X∈ .☺  

  
L,יהיו : 1.3.5למה  U ⊂ L- לא ריקות כך ש\ U≤ . אזיsup infL U≤  
supראשית נעיר מדוע בכלל קיימים : הוכחה ,infL U .וכן נתון ש. נתון שהקבוצות לא ריקות-L U≤ .
לכן לפי משפט . Lי כל איברי " חסומה מלמטה עU ואילו Uי כל איברי " חסומה מלמעלה עLכלומר 
U, קיימים החסם העליון והחסם התחתון של 1.3.2 Lבהתאמה .  
infנסמן  , supi U s L= iנניח בשלילה כי . = s< . אזי קייםc∈\כך ש -i c s< כעת לפי משפט . >
u קיים 1.3.4 U∈כך ש -i u c≤ l וקיים > L∈כך ש -c l s< u-לכן נקבל ש. ≥ l<בסתירה לכך ש -
L U≤ .☺  

  
L,יהיו ): הלמה היסודית (1.3.6משפט  U ⊂ L- לא ריקות כך ש\ U≤ .אזי התנאים הבאים שקולים:  

l- יחיד כך ש\∋cקיים מספר  .1 c u≤ u, לכל ≥ U l L∈ ∈.  
2. sup infL U= 
0לכל  .3 ε< קיימים l L∈ו -u U∈כך ש -u l ε− < 

supראשית נעיר כמו קודם שקיימים : הוכחה ,infL U נסמן . 1.3.2 לפי משפטsup , infs L i U= =.  
)2 s מתקיים 1.3.5לפי למה ) ⇐1 i≤ .נניח בשלילה ש-s i< . אזי לכל,u U l L∈  מתקיים ∋

l s i u≤ < sלכן . תירה להנחה בס≥ i= .ברור ש, יתר על כן-c i s= =.  

)3 0יהי ) ⇐2 ε< . קיים 1.3.4אזי לפי משפט u U∈כך ש -
2

u i ε
− l וכן קיים > L∈כך ש -

2
s l ε
− < ,

iאבל  s= ולכן 
2

i l ε
− )נחבר את שני אי השוויונים ונקבל . > ) ( )

2 2
u l u i i l ε ε ε− = − + − < + =.  

)1 ,נניח שקיימים ) ⇐3 'c cכך ש -'l c c u≤ < l, לכל ≥ L u U∈ l,אזי לכל . ∋ L u U∈ ∈ 'c c u l− < − .
0נבחר  'c cε< < l,קיימים אז . − L u U∈ u'- כך ש∋ l c cε− < <   ☺. וזאת סתירה. −
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A,אם . לכמה תכונות מעניינות של חסמים עליונים ותחתוניםנשים לב  Bקבוצות לא ריקות וחסומות אזי :  
1. ( ) { }inf min inf ,infA B A B∪ =  
Aאם  .2 B∩ ) אז ∅≠ ) { }sup min sup ,supA B A B∩ ≤ 
3. ( ) ( )inf inf inf ,sup sup supA B A B A B A B+ = + + = + 
4. ( )inf inf supA B A B− = − 
A, אם .5 B חיוביות אז ( )sup sup supA B A B⋅ = ⋅ 
  
  

  שורשים שלמים של מספרים ממשיים .1.4
  

a, ולכל `∋nלכל : 1.4.1למה  b∈\מתקיים   
1. 0n na b a b< ⇔ ≤ < 

2. ( )n n nab a b=ו -
n n

n

a a
b b

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .n באינדוקציה על –מושארת כתרגיל לקורא : הוכחה
  

0יהי : 1.4.2משפט  y< . אזי לכלn∈` 0 קיים x< nx- יחיד כך ש\∋ y=.  
  . חיובי באה להבטיח שיהיה מוגדר גם שורש זוגיy-הדרישה ש: הערה
,נניח שקיימים . ראשית נראה את היחידות: הוכחה 'x x x'כ "בה.  עם התכונה הנדרשת\∋ x< . אזי לפי
) 1.4.1למה  )' nnx x<לכן.  בסתירה להנחה 'x x=.  

1-נניח ש.  כנדרשxכעת נראה שקיים  y< . 1אםy 1x אז = 1yאם . = 11 אזי נסתכל על >
y

אם . >

1nz שמקיים \∋zיים ק
y

1 אזי = 1 n

ny
zz

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1למקרה שבו , נוכיח אם כן.  y< .1-כמו כן נניח ש n< 

xאחרת נבחר  y=.  
}: נגדיר שתי קבוצות } { }0 : , 0 :n nL l l y U u y u= ≤ ∈ ≤ = ≤ ∈ ≤\ 1-ברור ש. \ ,L y U∈  ולכן ∋
u,לכל , כמו כן. הקבוצות לא ריקות U l L∈ n מתקיים ∋ nl y u≤ l ולכן ≥ u≤ . כלומרL U≤ . לכן

supקיימים  , infs L i U= i-נראה ש. = s= :נניח ש-s i< אזי קיים cכך ש -s c i< 0אבל . > s≤ ולכן 
0 c< .נתבונן ב-nc:  

ncאם  - y= אז c L U∈ cכלומר . ∩ s≤ וגם i c≤וזו סתירה להנחה .  
ncאם  - y< אז c L∈ו -c s≤וזו סתירה . 
nyאם  - c< אז c U∈ו -i c≤וזו סתירה . 

iלכן . בכל מקרה קיבלנו סתירה s= ולפי הלמה היסודית קיים x∈\יחיד כך ש -l x u≤  לכל ≥
,u U l L∈ ∈ .x זה הוא sup infL U=.  

0לכל : טענת עזר ε< קיימים ,u U l L∈ n- כך ש∋ nu l ε− <.  
)-ידוע ש: הוכחה )( )1 2 2 1...n n n n n nb a b a b b a ba a− − − −− = − + + + 0אם . + a b≤  אזי >

( ) 1n n nb a b a nb −− < 0בהינתן . − ε< קיימים ,u U l L∈ - כך ש∋
( ) 11 nu l

n y
ε

−− <
+

ניתן . 

1u-להניח ש y< )אזי . + ) ( ) ( ) 11 1 nnu l nu u l n y −−− < − אבל אז . +

( ) ( ) ( )
( )

( )1 11
11 1

1
n nn n n

nu l u l nu u l n y n y
n y

ε ε− −−
−− < − < − + < ⋅ + =

+
 .☺  



 12

nx-נטען ש. נחזור כעת להוכחת המשפט y= .אם . נניח בשלילה שלאnx y< אז משום שלכל 
,l L u U∈ ∈ l x u≤ n- נקבל ש≥ n nl x y u≤ < n ואז ≥ n ny x u l− < ה כי יכולנו לבחור  וזו סתיר−

0 ny xε< < nyאם , באותו אופן. − x<נקבל ש -n n nx y x u− < n ואז ≥ n nx y u l− < לכן .  בסתירה−
nxחייב להתקיים  y= .☺  

  
0- ו`∋nאם  ,x y< nx- מקיימים ש\∋ y= 1 נסמן ny x=.  

  
x,אם : 1.4.3מסקנה  y m- כך ש`∋m- ו\∋+ mx y= אזי x y=.  
) יחיד שמקיים y'יים לפי המשפט הקודם ק: הוכחה )' m my y= .ברור ש-yוכן .  מקיים זאתx מקיים את 

mאבל . mxהדרוש עבור  mx y= . לכןx y= .☺  
  
  

  ארכימדיות וצפיפות הרציונליים בממשיים .1.5
  

`⊃): \- ב`ארכימדיות של  (1.5.1משפט    . אינה חסומה מלמעלה\
supsקיים , כונת החסם העליוןאזי לפי ת.  חסומה מלמעלה`-נניח בשלילה ש: הוכחה = לפי משפט . `
n קיים 1.3.4 N∈1- כך שs n s− < 1s כלומר ≥ n< 1n 1.2.4אבל לפי משפט . + +  וזה בסתירה `∋
  ☺. ` חסם עליון של s-לכך ש

  

0לכל : 1.5.2מסקנה  ε< קיים n∈`10- כך ש
n

ε< <  

1- כך ש`∋n קיים \- ב`בגלל הארכימדיות של : הוכחה n
ε
1כלומר . >

n
ε< .☺  

  
0בהינתן : 1.5.3משפט  x< y- כך ש`∋n קיים \∋y לכל \∋ xn<.  

n∈` nx כך שלכל \∋yה שקיים נניח בשליל: הוכחה y≤ . אזיyn
x

אבל זאת סתירה לארכימדיות . ≥

  ☺. \- ב`של 
  

x,לכל ): \- ב_צפיפות של  (1.5.4משפט  y∈\ אם x y< קיים q∈_כך ש -x q y< <.  
0xאם : הוכחה 0xאם . 1.5.2 המשפט נובע ממסקנה = y< 0xאם .  ברור שהמשפט נכון> y<  נוכל ≥

0להסתכל על  y x≤ − < 0-כ ש"לכן נוכל להניח בה. − x y< n,כעת עלינו למצוא . > m∈\כך ש -

0 mx y
n

< < nx- ש או באופן שקול לכך> m ny< < .0 y x<  כך `∋n קיים 1.5.3 ולכן לפי משפט −

)-ש )1 y x n< 1nx כלומר − ny+ }נסתכל על הקבוצה . > }:S l nx l= ∈ בגלל הארכימדיות הקבוצה . `>
nx והוא מקיים mולפי עיקרון הסדר הטוב קיים לה איבר מינימלי שנסמנו . נה ריקההזאת אי m< .כעת ,

1mאם  1 אזי = 1nx nx ny< < + 1אם . > m< 1 אזיm − 1m הוא המינימלי ולכן mאבל . `∋ nx− ≤ .
1mכלומר  nx ny≤ + nx או > m ny< < .☺  
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  ערך מוחלט .1.6
  

:נגדיר פונקציה : הגדרה →\ 0 נגדיר \∋xלכל :  באופן הבא\
0

x x
x

x x
≤⎧

= ⎨− <⎩
 הוא x-נאמר ש. 

  .x של הערך המוחלט
  

  \∋xלכל : תכונות של פונקצית הערך המוחלט
0: חיוביות .1 x≤  
x: סימטריה .2 x= − 
3. x x x− ≤ ≤ 
  

0לכל : 1.6.1משפט  r< r מתקיים \∋ x r x r− ≤ ≤ ⇔ ≤  
  :הוכחה

xנניח ) ⇐( r≤ אזי r x x x r− ≤ − ≤ ≤ ≤  
r-נניח ש) ⇒( x r− ≤ 0xאם . ≥ x אז ≥ x r= 0xאם . ≥ x אז > x r= − xבכל אופן . ≥ r≤ .☺  
  

0לכל : 1.6.2מסקנה  r< a מתקיים \∋a ולכל \∋ r x a r x a r− ≤ ≤ + ⇔ − ≤  
0 ולכל \∋xלכל :  בממשיים באופן הבאהרציונלייםכעת ניתן לבטא את הצפיפות של  ε< קיים q∈_ 

x-כך ש q ε− <.  
  

x,לכל ): יון המשולשאי שוו (1.6.3משפט  y∈\ מתקיים x y x y+ ≤ +  
0xיש שוויון אם : הערה y=   . שווי סימןy- וx או כאשר =
x,: הוכחה x x y y y− ≤ ≤ − ≤ ) ולכן ≥ )x y x y x y x y− + = − − ≤ + ≤  1.6.1לפי משפט . +

x y x y+ ≤ + .☺  
  

x,לכל : 1.6.4מסקנה  y∈\ מתקיים y x y x− ≤ −  
): הוכחה )y y x x= − y ולכן לפי אי שוויון המשולש + y x x≤ − yכלומר . + x y x− ≤ באותו . −
)אופן  )x x y y= − x ולכן + x y y≤ − y או + x y x− − ≤  1.6.1ולכן לפי משפט . −

y x y x− ≤ − .☺  
  
  

  קטעים .1.7
  

I: הגדרה ⊂ a,לכל :  אם מתקיים התנאי הבארווח תיקרא \ b I∈ אם a c b< c אזי > I∈.  
  

a,עבור :  סוגי קטעים9על ציר הממשיים יש  b∈\כך ש -a b<נגדיר :  
  :קטעים חסומים .1

1.1. [ ] { }, :a b x a x b= ∈ ≤ ≤\ 
1.2. [ ) { }, :a b x a x b= ∈ ≤ <\ 
1.3. ( ] { }, :a b x a x b= ∈ < ≤\ 
1.4. ( ) { }, :a b x a x b= ∈ < <\ 
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 קטעים לא חסומים .2
2.1. ( ),−∞ ∞ = \ 
2.2. [ ) { }, :a x a x∞ = ∈ ≤\ 
2.3. ( ) { }, :a x a x∞ = ∈ <\ 
2.4. ( ] { }, :b x x b−∞ = ∈ ≤\ 
2.5. ( ) { }, :b x x b−∞ = ∈ <\ 

  
I: 1.7.1משפט  ⊂   . קטעIמ " רווח אמ\

לא נוכיח את המשפט הזה אבל החשיבות שלו היא בזה שרווח הוא מושג שאפשר לדבר עליו בכל קבוצה 
למשל תת הקבוצה . למשל ברציונליים מושג הרווח לא מתלכד עם מושג הקטע. סדורה ולא רק בממשיים

{ }: 0 2q q∈ ≤ < ⊂_ - כך ש_∋b אבל לא נוכל למצוא _-ן רווח ב היא כמוב_

( ) { }0, : 0 2b q q= ∈ ≤   !זה נובע מכך שברציונליים אין שלמות. _>
  
  

  חזקות .1.8
  

  חזקות עם מעריכים שלמים .1.8.1
  

n,- ו\∋aיהיו  m∈` .של שי אינדוקציה למ"ע, ראות בקלותניתן לה-  

( )

( )

m n m n

n n n

nm n m

a a a

a b a b

a a

+

⋅

⋅ =

⋅ = ⋅

=

  

  .למעשה את השוויון הראשון ראינו כבר בפרק על עיקרון האינדוקציה
  

  חזקות עם מעריכים רציונליים .1.8.2
  

aכאשר דיברנו על שורשים שלמים של הממשיים הגדרנו עבור  +∈\ 1 n ny a y a= ⇔  והוכחנו כי =
yקיים    . יחיד שמקיים זאת\∋+

  

krיהי : הגדרה
n

= k, כאשר _∋ n∈ ∈] )נגדיר . ` )1 kr n k na a a= =.  

  
  .ההגדרה של חזקה רציונלית מוגדרת היטב: 1.8.2.1טענה 
נניח .  אזי תוצאת החזקה זהה_∋r הצגות שונות למספר יש להראות שאם קיימות שתי: הוכחה

p kr
q n
= mאזי . = kq np≡ )נסמן . = ) ( )1 1,

k pn qx a y a=   אזי. =

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 1

, ,

1 1 1 1 1

, ,

m np kp defk k knp nkp nm n n n n n kp

k n p

m kq kp defp p pkq qkp qm q q q q q kp

p k q

x a a a a a a

y a a a a a a

∈

∈

= = = = = =

= = = = = =

]

]

  

)כלומר  )( ) ( )( )1 1
m mk pn qa a= ולכן ( ) ( )1 1k pn qa a= .☺  
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a,אם : 1.8.2.2משפט  b r,- ו\∋+ s∈_ אז   

( )

( )

r s r s

r r r

sr r s

a a a

a b a b

a a

+

⋅

⋅ =

⋅ = ⋅

=

  

  

  חזקות עם מעריכים ממשיים .1.8.3
  

aיהי    ._∋x שיתקיימו כל התכונות שאנחנו מכירים עבור  כך\∋x לכל xaנרצה להגדיר . \∋+
  

1-נסתכל ראשית על המקרה ש a< .נגדיר שתי קבוצות:  
( ) { }
( ) { }

: ,

: ,

r
a

t
a

L x a r r x

U x a t x t

= ∈ <

= ∈ <

_

_
  

)-ברור ש ) ( ),a aL x U x +∅ ≠ ⊂ ) וכן \ ) ( )a aL x U x≤ . אזי נוכל לסמן( )( ) ( )( )inf , supa ai U x s L x= = .
sכמו כן  i≤.  

  
i, תחת הסימונים קודם: 1.8.3.1טענה  s=.  
0יש להראות שלכל : הוכחה ε< קיימים r x t< t- כך ש> ra a ε− 0יהי . > ε< . ניתן לבחורr x t< < 

1t-כך ש r
n

− 1- הוא כזה שמבטיח שn כאשר > 1na
s
ε

− }קיים כזה כי  (> }1inf 1n

n
a

∈
=

`
אזי ). 

( ) ( ) ( )11 1t r r t r t r na a a a s a s a a s
s
ε ε− −− = − ≤ − < − < ⋅ i הבסיסית כעת לפי הלמה. = s= .☺  

  
)נגדיר : הגדרה )expai x s= =  

  
 הוא אי רציונלי ולכן ניתן להשתמש בהגדרה x-נשים לב שבהוכחה של הטענה לא השתמשנו כלל בכך ש

 שתי _∋x-אבל עכשיו נראה שבמקרה ש. למה שהתקבללכן גם נתנו שם אחר . _∋xהזו גם עבור 
  .ההגדרות מתלכדות

  
)אזי . _∋xיהי : 1.8.3.2משפט  )expq

aa q=.  
rאם : הוכחה q< אז r qa a< ולכן qs a≤ שהרי qa הוא חסם מלמעלה של ( )aL q . אםq t< אז 
q ta a< ולכן qa i≤ . לכןqs a i≤ ) כלומר ≥ )expq

aa q= .☺  
  

1נזכור שעד כה הגדרנו רק עבור  a<.  
  

1aאם : הגדרה xa אז = a= . 0אם 1a< 11 אז >
a

1 ונגדיר > 1
1

x
x

xa
a

a

−
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  
xיהיו : 1.8.3.3משפט  y< . 1אם a< אז x ya a< 0 ואם 1a< y אז > xa a<.  
xיהיו : הוכחה p q y< < p, כאשר > q∈_ . 1אם a< אז x p q ya a a a≤ < ≤.  

0אם  1a< 1- נתבונן ב>
a

  ☺.  ונקבל את הדרוש
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  :מכאן גם קל לקבל את אותם חוקי החזקות כמו ברציונליים
  

a,אם : 1.8.3.4משפט  b x,- ו\∋+ y∈\ אז   

( )

( )

x y x y

x x x

yx x y

a a a

a b a b

a a

+

⋅

⋅ =

⋅ = ⋅

=

  

  
  :הוכחה
1-נניח ש a< . אזי בגלל מה שאנחנו יודעים עבור הרציונליים

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a a a a a aL x L y L x y U x U y U x y⋅ ⊂ + ⋅ ⊂ x, ולכן + y x y x y x ya a a a a a+ +≤  כלומר ≥
x y x ya a a 1aאם . =+ 0אם .  הטענה מיידית= 1a< 1- נסתכל ב>

a
אז . 

( )1 1 1x y x y
x y x ya a a

a a a

− − − +
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

  ☺. נשאיר את השאר לקורא
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  סדרות .2
  
  

  הגדרת הסדרה .2.1
  

f: היא פונקציה \- בסדרה: הגדרה →` )ים  מסמנ`∋nלכל . \ ) nf n f= . את כל הסדרה כולה
), למשל. מסמנים בכל מיני דרכים ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1, , ,... n n nn nf f f f f f∞

∈ =
= = =`  

  
  :דוגמאות

nf: סדרה קבועה .1 c≡   . `∋n לכל \∋

1: הסדרה ההרמונית .2
nh

n
= 

n קבוע \∋qעבור : סדרה הנדסית .3
nq q= . 1בפרט עבורq =  נקבל סדרה נוירוטית משהו −

( )1 n
nQ =   . לסירוגין1- ל−1- אשר עוברת מ−

  
  :הערות

}דרה בסוגריים מסולסלים כך יש ספרים שמציינים ס .1 } 1n nf ∞

=
 אבל זה סימון מבלבל משהו כי בסדרה 

}יש להבדיל בין קבוצה איברי הסדרה . יש חשיבות רבה לסדר של האיברים }nf לבין הסדרה עצמה 
( )nf . למשל( ) { }1,1, 1,1, 1,...nQ = − − }בל  א− } { }1,1nQ = −.  

אין נוסחה למספרים , למשל. י של הסדרה-n-לא תמיד אפשר למצוא נוסחה מפורשת לאיבר ה .2
primethוכך אם נגדיר , הראשוניים

nP n=ברור ש -( ) ( )2,3,5,7,11,13,17,...nP  אבל לא נוכל =
 .7לרשום נוסחה מתאימה

אבל יש לזכור . אנחנו רגילים לחשוב על פונקציות בצורה גרפית ואפשר גם לצייר גרף של סדרה .3
שמה שמבדיל סדרה מסתם פונקציה אחרת הוא שתחום ההגדרה שלה הוא המספרים הטבעיים בלבד 

 !כלומר יהיו חורים בתחום, לכן הגרפים שנוכל לצייר יהיו בדידים גם הם.  וזהו תחום בדיד–

  
                                                 

  ...אודהיינו מפורסמים מ, ואם היינו יכולים 7

nc`
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  ל סדרהגבול ש .2.2
  

)תהי : הגדרה )naנאמר ש. \- סדרה ב-( )naמתכנסת ל -l∈\ 0 אם לכל ε< קיים N  כך שלכל `∋
N n< מתקיים na l ε− limבמקרה זה מסמנים . > nn

a l
→∞

n או = na l→∞⎯⎯⎯→ או כשברורה הכוונה 

na l→.  
  

  :בשפה מתמטית נרשום את ההגדרה באופן הבא
( )lim 0   n nn

a l N n N a lε ε
→∞

= ⇔ ∀ > ∃ ∈ ∀ > − <`  
  

ה שההגדרה הזאת אומרת שאם סדרה מתכנסת לגבול מסויים אז נוכל בעצם מבחינה אינטואיטיבית מ
  .י איברי הסדרה בכל דיוק שנרצה"להתקרב לגבול הזה ע

  

1-נטען ש: דוגמה 0n nh
n →∞= 0N   10צריך להראות שמתקיים . →⎯⎯⎯ n N

n
ε ε⎛ ⎞

∀ > ∃ ∈ ∀ > − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

יהי . `

0 ε< . לפי ארכימדיות קייםN 1- כך ש`∋ N
ε
Nכעת לכל . > n< 1 מתקיים N n

ε
< 1 ולכן >

n
ε< 

1שהרי , וזה בדיוק מה שרצינו 10
n n
− =.  

  

1-נטען ש: דוגמה 0
2n 0יהי . → ε< . ויהי לפי ארכימדיותN 1- כך ש`∋ N

ε
ניתן להוכיח . >

2nn מתקיים `∋nבאינדוקציה שלכל  1 ולכן > 1
2n n

Nאזי לכל . > n< 1 מתקיים 1 1
2n n N

ε< < <.  

  
)-נטען ש: דוגמה )1 0n n+ − →.  

Nאנחנו מעוניינים למצוא : שלא לציטוט N כך שלכל `∋ n< 1n n ε+ − ננקוט בשיטה שנוהגים . >
  ! מכפלה בצמוד–בה בכל מה שקור לשורשים בה הר

( )( )

1

1 111 0 1 1
1 1

1 1 1
1 1 2

n n

n n n nn nn n n n n n
n n n n

n n
n n n n n

ε
↓

+ >

+ − + ++ +
+ − − = + − = + − ⋅ = =

+ + + +
+ −

= = < <
+ + + +

  

לכן 
21

2
n

ε
⎛ ⎞> ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .ואת זה אנחנו יודעים להשיג באמצעות הארכימדיות. 

0יהי : פורמלית ε< ויהי N - לפי ארכימדיות כך ש`∋
21

2
N

ε
⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

  אזי. 

21 1 1
2 2 2

1 11 0
1 2

N n n
n

n n
n n n

ε
ε ε

ε
↓

⎛ ⎞ < < ⇒ < ⇒ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − − = < <
+ +

  

  
נרשום את . כעת משהבנו מה זה אומר סדרה מתכנסת נבין מה זה סדרה שלא מתכנסת לגבול מסויים

  :השלילה של ההגדרה
( )lim 0   n nn

a l N n N a lε ε
→∞

≠ ⇔ ∃ > ∀ ∈ ∃ > − ≥`  
)כלומר בשביל להראות שסדרה  )na לא מתכנסת לאיזה מספר l 0 צריך למצוא ε< כך שלכל N ∈` 

Nקיים  n<כך ש -na l ε−  זה ε בדיוק שעולה על l-זה אומר שלמעשה לעולם לא נוכל להתקרב ל. ≤
  .שמצאנו
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1lim-נראה ש: דוגמה 1
n n→∞

1ניקח . ≠
2

ε 2לכל . = n< 1 מתקיים `∋ 1 1 11 1 1
2 2n n

− = − ≥ − לכן לכל . =

N N שנבחר תמיד יהיה `∋ n< ,1 למשלN 1 שיקיים + 11
2n

− ≥.  

  
)-ל: דוגמה )1 n

na =   . אין גבול−
)-ראשית נראה ש: הוכחה )lim 1 1n

n→∞
− 1εיהי . ≠ Nויהי . = Nנסתכל על . `∋ n<אזי .  איזוגי

( )1 1 1 1 2 1n− − = − − = )לכן . ≤ )lim 1 1n

n→∞
− )-באופן דומה מראים ש. ≠ )lim 1 1n

n→∞
− ≠ −.  

,1- כך ש\∋lכעת יהי  1l l≠ ≠ } ויהי − }min 1 , 1l lε = − 0-ברור ש. + ε<ו -ε זה הוא המרחק 
כלומר , ε- למרחק קצר יותר מl-ברור שלעולם לא נוכל להתקרה ל. lהמינימלי בין איברי הסדרה לבין 

na l ε− ,1לכן אף . `∋n  לכל≤ 1l ≠ לכן . −1 או 1וגם הראנו שהגבול אינו .  לא יכול להיות הגבול−
  ☺. הסדרה כלל לא מתכנסת

  
)סדרה : הגדרה )na אם קייםמתכנסת תיקרא  l∈\כך ש -lim nn

l a
→∞

)-אחרת נאמר ש. = )na מתבדרת.  
  

)תהי : הגדרה )P n טענה לגבי המספר n∈`.  
)-נאמר ש - )P n כל  אם היא נכונה לתמיד נכונהn∈`  
)-נאמר ש - )P n אם קיים תמיד כמעט נכונה N )- כך ש`∋ )P n נכונה כל N n< 
)-נאמר ש - )P n נסוף  אם היא נכונה לאישכיח באופן נכונהn∈` , כלומר לכלN  קיים `∋

N n<כך ש -( )P nנכונה . 
  

  :דוגמאות
)הטענה  - ) 1P n n≡    נכונה תמיד≤
)הטענה  - ) 30P n n≡   נכונה כמעט תמיד≤
)הטענה  - ) is primeP n p≡נכונה באופן שכיח . 
  

  .ברור שכל טענה שנכונה תמיד נכונה גם כמעט תמיד וכל טענה שנכונה כמעט תמיד נכונה באופן שכיח
  

)יהיו : 2.2.1למה  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ' , , ' , , 'P n P n Q n Q n R n R nטענות כך ש -( ) ( ), 'P n P nנכונות תמיד  ,
( ) ( ), 'Q n Q nנכונות כמעט תמיד ו -( ) ( ), 'R n R nאזי.  נכונות באופן שכיח:  

1. ( ) ( )'P n P n∧נכונה תמיד  
2. ( ) ( )'Q n Q n∧נכונה כמעט תמיד  
3. ( ) ( )P n Q n∧נכונה כמעט תמיד  
4. ( ) ( )P n R n∧נכונה באופן שכיח  
5. ( ) ( )Q n R n∧נכונה באופן שכיח   

)נשים לב שהטענה . למעשה זה די מובן מאליו. ההוכחה מושארת לקורא כתרגיל ) ( )'R n R n∧ אינה 
  ...בדקו שאתם מבינים למה. בהכרח נכונה באופן שכיח

  
  :תחת הניסוחים החדשים ניתן לרשום את הגדרות הגבול באופן שונה

) הוא הגבול של l-נאמר ש - )na 0 אם לכל ε< הטענה na l ε−   . נכונה כמעט תמיד>
) אינו הגבול של l-נאמר ש - )na 0 אם קיים ε< כך שהטענה na l ε−   . נכונה באופן שכיח≤
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xיהי : 2.2.2למה  0 כך שלכל \∋+ ε< מתקיים x ε< . 0אזיx =.  
0-נניח בשלילה ש: הוכחה x< . אזי יהיxε xאבל אז . ≥ x ε=   ☺.  בסתירה להנחה≤

  
)תהי ): יחידות הגבול (2.2.3משפט  )naכך ש -na l→ וגם 'na l→ . אזי'l l=.  

0יהי : וכחהה ε< .כ "נניח בה'l l≤ . 0אזי 'l l≤ אזי הטענות . −
2na l ε

− '- ו>
2na l ε

−  נכונות כמעט >

'תמיד ולכן 
2 2n na l a lε ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < ∧ − <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 לכן הטענה.  נכונה כמעט תמיד

( ) ( )' ' '
2 2

TI

n n n nl l l a a l a l a l ε ε ε− = − + − ≤ − + − < + ' 2.2.2כעת מלמה .  נכונה כמעט תמיד= 0l l− = 

l'כלומר  l= .☺  
  
  

  משפחות של סדרות .2.3
  

)סדרה : הגדרה )na אם חסומה תיקרא { }naכלומר אם קיימים .  חסומה,m M  `∋n כך שלכל \∋
nmמתקיים  a M≤ ≤.  

  
  :הגדרה

  8 את קבוצת הסדרות המתכנסותC-נסמן ב -
 9 את קבוצת הסדרות החסומותB-נסמן ב -
  10 את קבוצת הסדרות השואפות לאפסN-נסמן ב -
  

C⊃: 2.3.1משפט  B  
naתהי : הוכחה ∈C . אזי קייםl∈\כך ש -na l→ . 1יהיε Nאזי קיים . = Nך שלכל  כ`∋ n< 

1naמתקיים  l ε− < }כעת נסתכל על הקבוצה . = } 1

N
n n

a
=

יהיו . זו קבוצה סופית ולכן היא חסומה. 
{ } { }

1 1
' min , ' maxn nn N n N

m a M a
≤ ≤ ≤ ≤

= Nכעת כאמור לכל . = n< 1 מתקייםna l− 1 כלומר > 1nl a l− ≤ ≤ + .
}יהיו  } { }min 1, ' , max ', 1m l m M M l= − = nm-ברור ש. + a M≤ naכלומר . `∋n לכל ≥ ∈B .☺  

  
למשל הסדרה . ברור שיש סדרות חסומות אשר אינן מתכנסות. נשים לב שההכלה כאן היא במובן החזק

( )1 n−.  
  

⋅: 2.3.2משפט  ⊂N B N  
n,תהיינה : הוכחה na b∈ ∈N B . כלומר קייםM nb מתקיים `∋n כך שלכל \∋ M≤ וכן לכל 
0 ε< מתקיים na ε<.  

0Mאם  0nb אזי = 0- וברור ש≡ 0n na b⋅ ≡ →.  

nאחרת  n n n na b a b a M= ≤ na מסויים N-החל מ. ⋅
M
ε

nן הטענה  ולכ> n na b a M M
M
ε ε≤ ⋅ < ⋅ = 

  .נכונה כמעט תמיד
n-קיבלנו ש, בכל אופן na b⋅ ∈N .☺  

  

                                                 
8 onvergeC 
9 oundedB  

10 ullN 
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sin: דוגמה 1sin 0n n
n n

= ⋅ 1 שהרי → sin 1n− ≤ 1- ואילו ראינו כבר ש`∋n לכל ≥ 0
n
→.  

  

0nxאם ): סזרו משפט (2.3.3 משפט 1 אז → ...
0nx x

n
+ +

→  

0יש להראות שלכל : הוכחה ε< קיים M M כך שלכל `∋ n< 1 מתקיים ... nx x
n

ε
+ +

<.  

0יהי  ε< .0nx N ולכן קיים → - כך ש`∋
2nx ε

N לכל > n< .היא גם , מאחר שהסדרה מתכנסת

n∈` nxונניח שלכל , חסומה K< . 2ארכימדיות יהי לפיNK M
ε

Mאזי עבור . > n<נקבל   

1 1 1 1 1... ... ... ... ...

2 2 2 2

n N N n N N nx x x x x x x x x x
n n n n n

NK n N NK
n n n

ε ε ε ε ε

+ ++ + + + + + + + + +
= + ≤ + <

−
< + ⋅ < + < + =

  

  ☺. וזה בדיוק מה שרצינו
  

)תהי : הגדרה )naסדרה .  

) סדרת הממוצעיםנגדיר את  - )nbי " ע
1

1 n

n i
i

b a
n =

= ∑  

) סדרת הממוצעים ההרמונייםנגדיר את  - )ncי " ע

1

1n n

i i

nc

a=

=

∑
  

) סדרת הממוצעים הגאומטרייםנגדיר את  - )ndי " ע
1

n
nn i

i

d a
=

= ∏. 

  
)תהי : 2.3.4משפט  )naכך ש -na a→ .אזי  

  a-סדרת הממוצעים מתכנסת ל .1
0naאם  .2 0a- ו≠  a- אזי סדרת הממוצעים ההרמוניים מתכנסת ל≠
0אם  .3 na<מתכנסת ל אזי סדרת הממוצעים הגאומטריים -a. 

  .הוכחנו את המשפט בתרגיל וההוכחה נעזרת במשפט סזרו ובאי שוויון הממוצעים
, למשל. נעיר רק שאם סדרת ממוצעים אינה מתכנסת אין הדבר מעיד על כך שהסדרה אינה מתכנסת

)נגדיר  )1 n
na =   .הממוצעים שלה מתכנסת לאפססדרה זו אינה מתכנסת אבל סדרת . −

  

)תהי : 2.3.5טענה  )na1אם .  סדרה חיוביתn

n

a a
a
+ n אזי →

na a→.  

למשל נסתכל על . גם כאן הכיוון ההפוך אינו נכון. הוכחנו את הטענה הזו בתרגיל בשימוש במשפט הקודם

)הסדרה  1limלא קיים . ...,1,2,1,2,1,2,1( n

n
n

a
a
+

→∞
) משום שלסדרה  )nb1י " המוגדרת עn

n
n

ab
a
 קיימים שני =+

,12 -גבולות חלקיים שונים 
2

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

1n-אבל ברור ש. 
na →.  

  
)תהי : 2.3.6טענה  )naאזי.  סדרה חיובית  

0אם קיים  .1 1k< n∈` 1 כך שלכל >
n

n na a k+ −   . אזי הסדרה מתכנסת≥
0אם קיים  .2 1q< n∈` 2 כך שלכל > 1 1n n n na a q a a+ + +− ≤   . אזי הסדרה מתכנסת−
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  אריתמטיקה של גבולות .2.4
  

)יהיו ):  'משפט הסנדוויץ (2.4.1משפט  ) ( ) ( ), ,n n na b c סדרות אשר מקיימות n n na b c≤  כמעט ≥
naכמו כן . תמיד L→ וגם nc L→ . אזיnb L→.  
na: הוכחה L→ וגם nc L→ 0 ולכן בהינתן ε< na L ε− nc- ו> L ε− כלומר כמעט .  כמעט תמיד>

nLתמיד מתקיים  a Lε ε− < < nL וכמעט תמיד מתקיים + c Lε ε− < < לכן הטענה . +
n n nL a b c Lε ε− < ≤ ≤ < nbכלומר .  נכונה כמעט תמיד+ L ε− nbמשמע .  נכונה כמעט תמיד> L→ .

☺  
  

  :מאותדוג
1qלכל  .1 < 0nq →. 

0qעבור : הוכחה 0-נסתכל כעת במקרה ש.  הטענה ברורה= 1q< 11אזי . >
q

0כלומר קיים . > h< 

11-כך ש h
q

+ )לפי אי שוויון ברנולי . = ) 1 11 1
n

n
nnh h

q q
⎛ ⎞

+ ≤ + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

10לכן . 
1

nq
nh

≤ ≤
+

אבל . 

0-ברור ש 1 ואילו →0 0
1 nh

→
+

- במקרה ש-לכן לפי משפט ה). קל להוכיח את זה( גם היא 

0 1q< 0nq מתקיים > 1מה קורה אם . → 0q− < 0אזי ? > 0n nn n nq q q q q← − = − ≤ ≤ = → 

0nq -ולכן לפי משפט ה 1- גם במקרה ש→ 0q− < < .☺  
1qלכל  .2 < 0nnq →. 

)נשתמש באי השוויון : הוכחה ) ( ) 21
1

2
n n n

x x
−

+ 0qכמו קודם עבור . ≤ . טענה טריוויאלית ה=

0נסתכל אם כן על המקרה שבו  1q< 11אז . >
q

0 וקיים > h<11- כך ש h
q

+ לכן . =

( ) ( ) 211 1
2

n
n

n n
h h

q
−

= + כלומר . ≤
( ) ( ) 2

2

1 20
1 1

2

nnq
n n h

h
≤ ≤ =

− −
-קל להראות ש. 

( ) 2

2 0
1n h

→
−

0- במקרה ש- ולכן לפי משפט ה 1q< < 0nnq 1-במקרה ש. → 0q− < < 

  ☺. דמתהטענה מתקבלת באופן דומה לדוגמה הקו
  

 פונקציית הסימןנגדיר את . \∋xיהי : הגדרה
0 0

sgn
0

x
x x

x
x

=⎧
⎪= ⎨

≠⎪⎩

  

  
0nbאם : 2.4.2למה  b→ sgn אזי ≠ sgnnb b=כמעט תמיד .  

0-נוכיח למקרה ש: הוכחה b< .0יהי . בצעת באופן דומהההוכחה למקרה השני מת
2
bε< אזי . =

2n
bb b− 30כלומר ,  כמעט תמיד>

2 2n
b bb< <   ☺.  כמעט תמיד>
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0nbאם : 2.4.3למה  b→ 1 אזי ≠

nb
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . חסומה

0-נוכיח למקרה ש: הוכחה b< .0יהי . ההוכחה למקרה השני מתבצעת באופן דומה
2
bε< אזי קיים . =

N N כך שלכל `∋ n< 
2n
bb b− 30או באופן שקול , >

2 2n
b bb< <  מתקיים `∋nאזי לכל . >

1 1

1 1 2 1 1 2min ,..., , max ,..., ,
3 n

N N

b
b b b b b b

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
≤ ≤⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 .☺  

  
)יהיו : 2.4.4משפט  ) ( ),n na bכך ש -,n na a b b→ a- ו→ b< . אזיn na b<כמעט תמיד .  

0יהי : הוכחה
2

b aε −
< אזי . =

2n
b aa a −

−  וגם >
2n

b ab b −
− כלומר .  כמעט תמיד>

2 2 2 2n
a b b a b a a ba a a− − − +

= − < < + 2 וגם =
2 2 2 2n

b a b a b a b ab b b+ − − −
= − < < +  נכונות כמעט =

בפרט כמעט תמיד . תמיד
2n n

a ba b+
< < .☺  

  
n,יהיו סדרות : 2.4.5משפט  nb b a a→ n  כך שמתקיים→ na b<אזי .  כמעט תמידa b≤.  
b-נניח בשלילה ש: הוכחה a< . 2.4.4אז לפי משפט n nb a<וזו סתירה.  כמעט תמיד .☺  

  
)תהי : 2.4.6למה  )nx0אזי .  סדרהnx 0nxמ " אמ→ →.  
  :הוכחה

0צריך להראות שלכל ). ⇐( ε< 0- מתקיים כמעט תמידn nx x ε− = -אבל זה נכון משום ש. >
0nx 0כלומר לכל . → ε< 0 כמעט תמידn nx x ε− = <.  

0nx-נניח ש) ⇒( 0אבל . → 0n n nx x x← − ≤ ≤ 0nx - ולכן לפי משפט ה→ → .☺  
  

)יהיו : 2.4.7משפט  ) ( ),n na bסדרות כך ש -,n na a b b→   :אזי. →
1. n na b a b+ → +  
2. n na b a b⋅ → ⋅ 

3. n

n

a a
b b

 . אם המנות מוגדרות→

)יהיו : הוכחה ) ( ),n na bל" כנ.  

0יהי  .1 ε< . אזי
2na a ε

−  וגם >
2nb b ε

− אזי .  כמעט תמיד>

( ) ( ) ( )
2 2

TI

n n n n n na b a b a a b b a a b b ε ε ε+ − + = − + − ≤ − + − < + כלומר .  כמעט תמיד=

n na b a b+ → +.  
)נשים לב שמתקיים  .2 ) ( ) ( ) ( )n n n n n na b a b a a b a b b a a b b⋅ − ⋅ = − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ לפי הסעיף הקודם . −

0, 0n na a b b− → −  2.3.2לכן לפי משפט . →
( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0n n n na a b a b b a a b b− ⋅ → ⋅ − → − ⋅ −  2.4.6ולפי למה . →

( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0n n n na a b a b b a a b b− ⋅ → ⋅ − → − ⋅ −  ולכן לפי הסעיף הקודם →

( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n na a b a b b a a b b− ⋅ + ⋅ − + − ⋅ − : -כעת נשתמש במשפט ה. →

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0n n n n n na b a b a a b a b b a a b b← ≤ ⋅ − ⋅ ≤ − ⋅ + ⋅ − + − ⋅ − 0n ולכן → na b a b⋅ − ⋅ → .
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0n 2.4.6לפי למה  na b a b⋅ − ⋅  ולפי הסעיף הקודם →
( ) 0n n n na b a b a b a b a b a b⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅ → + ⋅ = ⋅. 

1-מספיק להוכיח ש .3 1

nb b
1רה  הסד2.4.3לפי למה .  והמקרה הכללי נובע מהסעיף הקודם→

nb
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0יהי . Lי "נניח ע, חסומה ε< . אזי קייםN N כך שלכל `∋ n< n

b
b b

L
ε ⋅

− כעת . >

1 1 1n
n n

n n n

bb b L Lb b b b
b b b b b b b b L

ε
ε

⋅−
− = = − ≤ ⋅ − < ⋅ =

⋅ ⋅
 .☺ 

  
)תהי : 2.4.8למה  )nx20אזי .  סדרה 0n nx x→ ⇔ →.  

  .ההוכחה מושארת כתרגיל לקורא
  

  :דוגמאות
0אם  .1 a< 1 אזn a →. 

1aאם : הוכחה 1כ "בה.  הטענה ברורה= a< . 11אחרת
a

1 ואז > 1 1n
na a

=  ולכן מאריתמטיקה →

1nשל גבולות נקבל  a 1-נניח אם כן ש. → a< . 11אזי na< . לכן לכלn∈` 0 קיים nh<כך ש -
11 n

nh a+ )כעת לפי אי שוויון ברנולי . = ) ( )1 1
nn n

n nnh h a a+ ≤ + = 10לכן . = 0n
ah

n
−

≤ ≤ → .

0nh -לכן לפי משפט ה 1כעת לפי אריתמטיקה של גבולות . → 1n
na h= + → .☺  

2. 1n n →. 
1: הוכחה n n< לכל n∈` 0 ולכן קיים nh<1- כך ש n

nh n+  1.2.9כעת לפי מסקנה . =

( ) ( ) 21
1

2
n

n n

n n
n h h

−
= + 2ולכן . ≤ 20 0

1nh
n

≤ ≤ →
−

2 - ולפי משפט ה 0nh כעת לפי למה . →

2.4.8 0nh 1nלות לכן לפי אריתמטיקה של גבו. → n → .☺  
  
 

  סדרות מונוטוניות .2.5
  

)נאמר שסדרה : הגדרה )na 1 אם עולהn na a 1n אם עולה ממש תמיד ו≥+ na a באופן דומה .  תמיד>+
1n אם יורדתנאמר שהסדרה  na a+ 1n אם ורדת ממשי תמיד ו≥ na a+   . תמיד>

  . את קבוצת הסדרות המונוטוניותM-נסמן ב. מונוטוניתבכל מקרה נאמר שהסדרה 
  

∩: 2.5.1משפט  ⊂M B C  
)-נוכיח למקרה ש: הוכחה )naהקבוצה . מוכיחים עבור שאר המקריםבאופן דומה .  חסומה ועולה{ }na 

לכן קיים לה חסם עליון שנסמנו , חסומה ובפרט היא חסומה מלמעלה והיא כמובן אינה ריקה
{ }sup na a= .נטען ש-lim nn

a a
→∞

0יהי . = ε< . אזי קייםN Na- כך ש`∋ a ε− Naלכן . > aε− < .
)-באינדוקציה ניתן להראות שמאחר ש )naלכל ,  סדרה עולהN n< N na a≤ . לכן לכלN n< 

N na a aε− < na כלומר ≥ a ε− nאבל אז . > na a a a ε− = − < .☺  
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)תהיינה ): 11הלמה של קנטור (2.5.2משפט  ) ( ),n na b1- כך ש 1n n n na a b b+ +≤ ≤ a,אזי קיימים . ≥ b∈\ 
a-כך ש b≤ ולכל a x b≤ n∈` n מתקיים שלכל ≥ na x b≤ 0nאם , יתר על כן. ≥ nb a−  אזי קיים →

c∈\יחיד כך ש -n na c b≤   .`∋n לכל ≥
ומכאן השם הלועזי של (בעצם אנחנו מסתכלים פה על סדרה של קטעים שהם אחד בתוך השני : הערה

ומה שהמשפט אומר שבהינתן סדרה כזאת החיתוך . יש חשיבות רבה לכך שהקטעים הם סגורים). המשפט

למשל . זה כבר לא עובד, כשמדובר בקטעים פתוחים. האינסופי של הקטעים הוא לא ריק
1

10,
n n

∞

=

⎛ ⎞ = ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∩.  

}: הוכחה }na 1י "ע( עולה וחסומהb (ן-{ }nb 1י "ע( יורדת וחסומהa .( הן מתכנסות 2.5.1לכן לפי משפט 
}-ל } { }inf , supn nb b a a= nתמיד -ו כן מאחר שכמ.  בהתאמה= na b≤2.4.5ט  לפי משפ a b≤ . אזי ברור

aשאם  x b≤ n אז ≥ na a x b b≤ ≤ ≤   .`∋n לכל ≥
0nאם , כעת nb a− , נניח שקיימים → 'c cכך ש -'n na c c b≤ < aאזי . `∋n לכל ≥ b< וזה לא יכול 
  ☺.  יחיד שמקיים את הדרושcלכן קיים . להיות

  
  

  סדרות חלקיות וגבולות חלקיים .2.6
  

)תהי : הגדרה )nx סדרה ותהי ( )kn 1 סדרה עולה ממש של מספרים טבעיים 2 ... ...kn n n< < < אזי . >
)הסדרה  )kyי " המוגדרת ע

kk ny x= לכל k ) של תת סדרה או סדרה חלקית תיקרא `∋ )nx . במקרה

)זה נסמן  ) ( )
kn nx x�12.  

  
)נסתכל על הסדרה : דוגמה )1,2,3,4,..., ,...n .כל אלה:  

( )
( )
( )
( )

2, 4,6,8,...

1,3,5,7,...

2,3,5,7,11,...

1, 4,8,19,20,...

  

)הן תת סדרות אבל למשל  משום שהאיברים חייבים להופיע באותו סדר ,  אינה תת סדרה...,3,2,5,3,7,6(
  !מופיעים בסדרה המקוריתשהם 

  
)תהי ): הירושה משפט (2.6.1משפט  )nxסדרה ו -( )knxאזי.  סדרה חלקית שלה  

)אם  .1 )nx ∈B אזי ( )knx ∈B  

)אם  .2 )nx ∈N אזי ( )knx ∈N 

)אם  .3 )nx ∈C אזי ( )knx ∈C .אם , יתר על כןnx x→ אזי 
knx x→ 

)אם  .4 )nx ∈M אזי ( )knx ∈M הכיוון ולכל הפחות באותה עוצמהבאותו . 
  :הוכחה

)אם  .1 )nx ∈B אז { }nxאבל .  חסומה{ } { }
kn nx x⊂ ולכן גם { }knxכלומר .  חסומה( )knx ∈B.  

)אם  .2 )nx ∈N 0 כלומרnx 0 אז לכל → ε< קיים N N כך שלכל `∋ n< מתקיים nx ε< . לפי
KN- כך שKארכימדיות ניתן לבחור  n< ( )knן לכל ולכ.  סדרה עולה ממשK k< kN n< . לכן

knx ε< . כלומר( )knx ∈N. 

                                                 
11 Nested Interval Property 
 זה לא סימון פורמלי ואף אחד חוץ מהקבוצה של צביק לא מכיר אותו 12
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)אם  .3 )nx ∈C אזי nx x→ . ולכן לפי אריתמטיקה של גבולות( )nx x− ∈N .הסעיף הקודם לפי 

( )knx x− ∈N . 0כלומר
knx x− ) וכעת לפי אריתמטיקה של גבולות → )k kn nx x x x x= − + →. 

)-נוכיח עבור המקרה ש .4 )nxאז נניח כי . את שאר המקרים מוכיחים באופן דומה.  מונוטונית עולה
( )nxאזי .  מונוטונית עולהn mx x≤ לכל n m≤ .( )kn 1 עולה ממש ולכןk kn n - ומכאן ש>+

1k kn nx x
+

≤ .☺ 
  

)תהי : הגדרה )nxאת הנגדיר .  סדרה-m-שלה כךזנב  :( ) ( ) ( )1 21
, ,...m

n m mn m
x x x x∞

+ += +
= =.  

  
knזנב של סדרה ההוא תת סדרה אשר בה -mלמעשה  m k= )כלומר . + )m

n n mx x ולכן . =+
( )lim limm

nn n
x x

→∞ →∞
י התנהגות אסימפטוטית של סדרה לא מושפעת ממספר סופי של זה גם די הגיוני כ. =

  .איברים בהתחלה שלה
  

)תהי : הגדרה )nxאיבר .  סדרהnx אם פסגה ייקרא m nx x≤ לכל n m≤.  
  

  .רה מונוטוניתלכל סדרה יש תת סד: 2.6.2משפט 
)תהי : הוכחה )nxאזי יש שתי אפשרויות.  סדרה:  

)-ל - )nx1יהי .  יש אינסוף פסגותn - כך ש`∋
1nxנניח שבחרנו . כעת נגדיר באופן רקורסיבי.  פסגה

1 2 ... kn n n< < - כך ש>
2 1

...
kn n nx x x≤ ≤ 1kכעת יהי . ≥ kn n - כך ש>+

1knx
+

קיים כזה כי יש ( פסגה 

אזי ). אינסוף פסגות
1k kn nx x
+
)ולכן . ≥ )knxמונוטונית יורדת .  

)-אחרת יש ל - )nxלכן קיים .  מספר סופי של פסגותN N כך שלכל `∋ n< nxאינו איבר פסגה  .
1Nיהי  n< 1 ויהי 2n n<כך ש -

1 2n nx x< .נניח שבחרנו : ך באופן רקורסיביכעת נמשי

1 2 ... kn n n< < - כך ש>
1 2

...
kn n nx x x≤ ≤ 1kכעת יהי . ≥ kn n - כך ש>+

1k kn nx x
+

יש כזה כי אחרת  (≥

knxקיבלנו ש).  היה פסגה-( )knxוטונית עולה מונ .☺ 
  

  .לכל סדרה חסומה יש סדרה חלקית מתכנסת): משפט בולצאנו ויירשטראס (2.6.3מסקנה 
 סדרה חסומה אז גם  אם2.6.1לפי משכפט .  לכל סדרה קיימת סדרה מונוטונית2.6.2לפי משפט : הוכחה

  ☺. אבל סדרה מונוטונית וחסומה היא מתכנסת. תת הסדרה שלה חסומה
  

) של הסדרה גבול חלקי ייקא \∋pהמספר : הגדרה )nx אם קיימת לה תת סדרה ( )knxכך ש -

knx p→.  
  

)אם הסדרה  )nxסת ולכן קבוצת  חסומה אזי לפי משפט בולצאנו ויירשטראס קיימת לה תת סדרה מתכנ
תהי . נגביל אם כך את הדיון שלנו לגבולות חלקיים של סדרות חסומות. הגבולות החלקיים אינה ריקה

( )nx ∈B . נסמן( ) ( ){ }:   
k kn n nS p x x x p= ∈ ∃ →\ )-מאחר ש. � )nx ∈B S ≠ ∅.  

  
  :דוגמאות

)אם  .1 )1 n
na = } אז − }1,1S = −  

1אם  .2
nb

n
} אז = }0S  . שהרי זו סדרה מתכנסת ולכן כל תת סדרה שלה מתכנסת לאותו גבול=
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 :13נסתכל על הסדרה .3

1כלומר כל המספרים מהצורה 
n

פעמים ורשומים  מופיעים בה אינסוף 

  ...בסדר אלכסוני כזה

}: טענה }1 : 0S n
n

⎧ ⎫= ∈ ∪⎨ ⎬
⎩ ⎭

`.  

1 שהוא לא מהצורה xנניח שיש גבול חלקי : הוכחה
n

 יחיד nאזי קיים . 

1-כך ש 1
1

x
n n

< <
+

1יהי כעת .  10 min ,
1

x x
n n

ε ⎧ ⎫< < − −⎨ ⎬
+⎩ ⎭

לא קיים . 

K כך שלכל K k< 1

k

x
n

ε−  n כך שהוא בין kn שהרי אין שום >

1nלבין  + .☺  
נסתכל על . ינת שמראה איך סדרות וגבולות חלקיים יכולים להשתגע קצת לפעמיםנראה דוגמה מעני .4

 :המלבן הזה
0 0 0 0
1 2 3 4
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3

"
"

"

"

# # # #

  

הם יופיעו בסדרה , באופן הזה אנחנו יכולים לרשום את כל מספרים הרציונליים החיוביים ויתר על כן
ה אז אפשר להציג אותם בתור זאת אכן סדרה כי הרציונליים הם בני מניי. הזאת אינסוף פעמים

כלומר כגבול של תת סדרה , אבל כל מספר אי רציונלי ניתן להצגה כגבול של סדרה רציונלית. סדרה
Sאז במקרה זה . של המלבן הזה =   ... שהיא אינה בת מניה\

  
)תהי : 2.6.4משפט  )nx ∈B .p S∈0מ לכל " אמ ε< הטענה np x pε ε− < <   . נכונה באופן שכיח+
  :הוכחה

pנניח ) ⇐( S∈ . אזי קיימת סדרה חלקית( )knxכך ש -
knx p→ .0כל כלומר ל ε< קיים K  כך `∋

Kשלכל  k< 
knx p ε−  כלומר התכונה >

knp x pε ε− < < . k נכונה כמעט תמיד ביחס לאינדקס +
Nאבל בהינתן  } לפי ארכימדיות קיים `∋ }max , KN n n< ולכן Kn n< ולכן np x pε ε− < <  נכונה +
  .באופן שכיח

0נניח ש לכל ) ⇒( ε< הטענה np x pε ε− < <  כך `∋nכלומר קיימים אינסוף , שכיח נכונה באופן +
np-ש x pε ε− < < 1εיהי . + 11- כך ש1n ויהי = 1p x p− < < נניח . נמשיך באופן רקורסיבי. +

1שבחרנו  2 ... kn n n< < 1- כך ש> 1
inp x p

i i
− < < 1 לכל + i k≤ 1יהי . ≥

1k
ε =

+
-מאחר ש. 

np x pε ε− < < 1k שכיחה נוכל לבחור + kn n - כך ש>+
1

1 1
1 1knp x p

k k+
− < < +

+ +
כך נקבל סדרה . 

)חלקית  )knx 1-ש כך 1
knp x p

k k
− < < k לכל +  -עכשיו לפי משפט ה. `∋

knx p→ .☺  

  
  
  

                                                 
 ...אני חושבת שראיתי אותה באחד המבחנים בשאלות האמריקאיות. זו דוגמה חשובה 13

1 1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 1 1 1
1 2 3 4

1 1 1 1 1
1 2 3 4

n

n

n

n

n

" "

" "

" "

" "

# # # # #

" "

# # # # #
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  גבולות עליונים וגבולות תחתונים .2.7
  

)ראינו שאם  )nx חסומה אז S ≠ לכן יש לה חסם עליון וגם חסם תחתון .  חסומהS-כמו כן ברור ש. ∅
infשנסמנם  , supl S u S= lברור שמתקיים , יתר על כן. = u≤.  

  
)תהי : הגדרה )nx ∈B ותהי Sנאמר ש.  קבוצת הגבולות החלקיים שלה-infl S= הגבול התחתון הוא 

)של  )nxו -supu S= של הגבול העליון הוא ( )nx . במקרה זה נסמןliminf , limsupn nx l x u= =.  
  

∅Xתהי : 2.7.1למה  ≠ ⊂ )אזי קיימת סדרה ). למטה( חסומה מלמעלה \ )nxב -Xכך ש -supnx X→ 
)infnx X→.(  

ראשית נעיר . את המקרה השני מוכיחים בצורה דומה.  חסומה מלמעלהX-נוכיח עבור המקרה ש: הוכחה
sup לא ריקה וחסומה מלמעלה קיים לה X-שמאחר ש X ונסמנו u . 1יהיε 1xקיים . = X∈כך ש -

1 1 1x u u x− = − 1נניח שבחרנו . נמשיך ברקורסיה. > 2, ,..., nx x x X∈1- כך ש
ix u

i
− 1 לכל > i n≤ ≤ .

1כעת יהי 
1n

ε =
+

1nxקיים .  X+ 1- כך ש∋ 1
1

1n nx u u x
n+ +− = − <
+

)קיבלנו סדרה .  )nxכך ש -

10 n nx u u x
n

≤ − = − 0nxלכן . `∋n לכל > u− nx כלומר → u→ .☺  

  
)תהי : 2.7.2משפט  )nx ∈B . אזיliminf , limsupn nx x S∈.  
liminf-נוכיח רק ש: הוכחה nx S∈ .נסמן . את החלק השני מוכיחים בצורה דומהliminf nl x= נרצה 

)להראות שקיימת סדרה חלקית  )knxך ש כ-
knx l→ .infl S= .קיימת 2.7.1 לפי למה ( )npב -S כך 

np-ש l→ . 1יהיε - כך ש1n ויהי =
11 11 1np x p− < < . נפעל בצורה רקורסיבית). 2.6.4לפי משפט  (+

1נניח שבחרנו  ... kn n< 1- כך ש> 1
i i ip x p

i i
− < < 1 לכל + i k≤ 1יהי . ≥

1k
ε =

+
1k ונבחר  kn n  כך >+

-ש
11 1

1 1
1 1kk n kp x p

k k++ +− < < +
+ +

)קיבלנו תת סדרה ). זה אפשרי כי התכונה שכיחה ( )knx כך שלכל 

k 1 מתקיים `∋ 1
kk n kp x p

k k
− < <  ואריתמטיקה של גבולות -לפי משפט ה. +

knx l→ .☺  

  
)תהי : 2.7.3משפט  )nx ∈B .אזי התנאים הבאים שקולים:  

1. liminf nl x=  
0 לכלlעבור  .2 ε<מתקיים : 

nxהטענה  .2.1 l ε<   נכונה באופן שכיח+
nlהטענה  .2.2 xε−   נכונה כמעט תמיד>

  
 

  :הוכחה
)2 liminfנניח ) ⇐1 nl x= .0יהי . בפרט הוא גבול חלקי ε< . הטענה 2.6.4לפי משפט 

nl x lε ε− < < nl-כעת נניח בשלילה ש.  נכונה באופן שכיח+ xε− כלומר .  אינה נכונה כמעט תמיד>

nx l ε≤ )אז קיימת תת סדרה .  שכיחה− )knxכך ש -
knx l ε≤ )לפי משפט הירושה . − )knx חסומה ולכן 

)לפי משפט בולצאנו ויירשטראס קיימת לה תת סדרה מתכנסת  )klnx , נניח
klnx s→ ומתקיים s l ε≤ − .

liminf-אבל זה בסתירה להנחה ש nl x=שהוא הגבול החלקי הקטן ביותר .  
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)1 0מהנתון לכל ) ⇐2 ε< הטענה nl x lε ε− < <  הוא גבול חלקי l 2.7.4משפט לכן לפי .  שכיחה+

l'נניח שקיים גבול חלקי אחר . nxשל  l< . 0'יהי
2

l lε −
< 'הטענה , מצד אחד. = ''

2 2n
l l l lx l − +

< + = 

'שכיחה ומצד שני  '
2 2 n

l l l ll x+ −
= − l'לכן לא קיים . וזו סתירה.  נכונה כמעט תמיד> l<כזה  .☺  

  
}נסתכל על הקבוצה  }1, ,...n n nT x x זאת קבוצה לא ריקה ומאחר שאנחנו דנים רק בסדרות חסומות גם . =+

supלכן קיימים . הקבוצה חסומה , infn n n ns T i T= 1n-ברור ש. = nT T+ 1ולכן . ⊃ 1n n n ni i s s+ +≤ ≤ הפלא . ≥
)אם נתייחס לסדרות , בפלא ) ( ),n ns iיהיו אז .  נגלה שאנחנו נמצאים בתנאי הלמה של קנטור

{ } { }inf , supn ns s i i= n ואז = ni i s s≤ ≤   :במקרה הזה נטען. ≥
  

liminf: 2.7.4משפט  ni x=  
מה שאנחנו אומרים פה הוא בעצם שהגבול התחתון של סדרה הוא החסם העליון של החסמים : הסבר

  .י הזנבות של הסדרה המקורית"התחתונים של הקבוצות שמוגדרות ע
0יהי . 2.7.3נרצה להראות שמתקיימים התנאים של משפט : הוכחה ε< .אזי:  
nx-נראה ש i ε< nx-נניח בשלילה ש.  נכונה באופן שכיח+ i ε≥ Nכלומר קיים .  כמעט תמיד+  כך `∋
Nשלכל  n< מתקיים nx i ε≥ n∈` nאבל לכל . + nx T∈ ולכן ni xε+  nT חסם מלמטה של i שהרי ≥

Niלכן . NTובפרט של  iε+ } וזו סתירה כי ≥ }sup ni i=.  
ni-נראה ש xε− }-נזכור ש.  נכונה כמעט תמיד> }sup ni i= . לכן קייםN Ni- כך ש`∋ i ε−  כלומר >

Ni iε− infNאבל . > ni T= ואמרנו שלכל N n< N ni i≤ . לכן הטענהni xε−  . נכונה כמעט תמיד>
liminf 2.8.3לפי משפט  ni x= .☺  

  
זהו זמן טוב להעיר שאת כל המשפטים שהוכחנו עד כה ניתן לנסח ולהוכיח באופן אנלוגי גם עבור הגבול 

  .העליון
  

)תהי : 2.7.4משפט  )nx ∈B . אזי( )lim inf limsupn n nx x x= ⇔ ∈C  
  :הוכחה

nxנניח ) ⇐( x→ . אזי לפי משפט הירושה לכל תת סדרה( )knx מתקיים 
knx x→ ולכן { }S x= ולכן 

limsup liminfn nx x x= =.  
limsupנניח כי ) ⇒( liminfn nx x x= }אזי . = }S x= . יהיו,n ns iברור ש.  כמו קודם-n n ni x s≤ אבל . ≥

liminf-הראנו ש , limsupn n n ns x i x→   ☺.  נקבל את הטענה-לכן לפי משפט ה. →
  

)אם לסדרה . נעיר הערה חשובה ביותר )nx קיים { }S x=זה אומר .  זה ממש לא אומר שהסדרה מתכנסת
)-אבל בכלל לא נתון לנו ש.  מתכנסת לאותו הגבולשכל תת סדרה שלה שכן מתכנסת היא )nx עצמה 

  ...זה מה שאנחנו מחפשים. מתכנסת
  

)תהיינה : 2.7.5טענה  ) ( ),n na b ∈B . אזי( )limsup limsup limsupn n n na b a b+ ≤ +.  
  .הוכחנו טענה זו בתרגיל
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  סדרות קושי .2.8
  

)סדרה : הגדרה )nx 0לכל :  אם היא מקיימת את התנאי הבאסדרת קושי תיקרא ε< קיים N  כך `∋
N,שלכל  m n< מתקיים n mx x ε−   :או בכמתים. >

( )0    ,   , n mN m n N m n x xε ε∀ > ∃ ∈ ∀ < ⇒ − <`  
  

)תהי : 2.8.1משפט  )nxאזי .  סדרה( )nx ∈Cמ " אמ( )nxסדרת קושי .  
בגלל . מרחב שלם הוא מרחב שבו כל סדרת קושי מתכנסת.  הוא מה שנקרא מרחב שלם\:הערה

)ים צפיפות הרציונליים בממשיים קיימת סדרת של רציונלי )nxשאיננו רציונלי2- שמתכנסת ל  .

( )nxאם מסתכלים על .  סדרת קושי בהיותה מתכנסת( )nxהיא עדיין סדרת קושי אך לא _- כסדרה ב 
  . איננו מרחב שלם והמשפט הזה איננו נכון שם_לכן . קיים לה גבול
כ המשפט הוא די הגיוני כי תנאי קושי אומר שבכל דיוק שנבחר החל ממקום מסויים "בסה: אינטואיציה

  .אז כנראה שהם מתכנסים לאיזה משהו. האיברים בסדרה לא מתרחקים אחד מהשני יותר מהדיוק הזה
  :הוכחה

nxנניח ) ⇐( x→ . 0יהי ε< . אזי קייםN N, כך שלכל `∋ m n< מתקיים ,
2 2n mx x x xε ε

− < − < .

)כעת  ) ( )
2 2

TI

n m n m n mx x x x x x x x x x ε ε ε− = − + − ≤ − + − < + =.  

1εיהי . נראה שהסדרה חסומה. נניח שמתקיים תנאי קושי) ⇒( Nאזי קיים . =  כך שלכל `∋
,N m n< 1 מתקייםn mx x− 1mיהי אז . > N= N ואז לכל + n< 1 מתקיים 1n Nx x +−  כלומר >

1 11 1N n Nx x x+ +− < < }לכן . + } { }1 1 1 1min ,..., , 1 max ,..., , 1N N n N Nx x x x x x x+ +− ≤ ≤ כלומר , `∋n לכל +
  .הסדרה חסומה

)לכן לפי משפט בולצאנו ויירשטראס קיימת לה תת סדרה  )knxנניח .  מתכנסת
knx x→ . 0יהי ε< . אזי

Kקיים  K כך שאם `∋ k< אז 
2knx x ε

− Nמצד שני מאחר שמדובר בסדרת קושי קיים . >  כך `∋

N,שאם  m n< אז 
2n mx x ε

− K- כך שkיהי . > k< וגם kN n<)  זה אפשרי כי( )knאזי ).  עולה ממש

Nלכל  n< יתקיים ( ) ( ) 2 2k k k k

TI

n n n n n n nx x x x x x x x x x ε ε ε− = − + − ≤ − + − < + = .☺  

  
  

  סדרות לא חסומות וגבולות אינסופיים .2.9
  

)נאמר שהסדרה : הגדרה )nx אם לכל שואפת לאינסוף M N קיים \∋ N כך שאם `∋ n< אז 

nM x< . במקרה זה נסמןnx → +∞.  
)בצורה דומה נאמר שהסדרה  )nx אם לכל שואפת למינוס אינסוף M N קיים \∋  כך שאם `∋

N n<אז nx M< . במקרה זה נסמןnx → −∞.  
)תהי סדרה : הגדרה )nx . אם . מתכנסת במובן הצראם הסדרה מתכנסת לגבול סופי נאמר שהיא

nx → nx אן ∞+ →   .מתכנסת במובן הרחב נאמר שהיא ∞−
  

  :דוגמאות
1. na n= → +∞  
)הסדרה  .2 )1 n

nb n= אם סדרה שואפת לאינסוף אז .  אינה שואפת לא לאינסוף ולא למינוס אינסוף−
החל ממקום מסויים כל איבריה יהיו חיוביים ואם סדרה שואפת למינוס אינסוף אז החל ממקום 
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 משום שהאיברים, כאן אף אחת מהאפשרויות האלה לא מתקיימת. מסויים כל איבריה יהיו שליליים
 .הם חיוביים ושליליים לסירוגין

)הסדרה  .3 )1,0,3, 2,5,4,7,6,...C  ... אינה מונוטונית ובכל זאת שואפת לאינסוף=
  

  !ההוכחות פשוטות ביותר. נביא עכשיו כמה משפטים ללא הוכחה
  

)יהיו : 2.9.1משפט  ) ( ),n na bסדרות כך ש -n na b≤ לכל n∈`.  
naאם  - → nb אז ∞+ → +∞  
nbאם  - → na אז ∞− → −∞  
  

  אזי.  הוא גבול סופי של סדרהx): אריתמטיקה של גבולות אינסופיים (2.9.2משפט 
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )0 sgn

x

x x x

+ ±∞ = ±∞

±∞ + ±∞ = ±∞

≠ ⇒ ⋅ ±∞ = ⋅ ±∞

  

  
)נעיר שלא ידוע דבר על המצב  )+∞ + 0 והן לא על המצב ∞−   :למשל. ∞⋅

- ( ) 0n n+ − ) אבל → )2n n+ − )- ו∞→ )2n n+ − → −∞  

- 1 1n
n
⋅ 2 אבל →

1 0n
n

⋅ 21- ו→ n
n
⋅ → ∞  

  

0אם : 2.9.3משפט  nx< 1 אזי 0 n
n

x
x

→ ⇔ →∞  

  
0nxאם : 2.9.4מסקנה    אזי `∋n לכל ≠

1 0

1 0

n
n

n
n

x
x

x
x

→ ⇔ →∞

→∞⇔ →
  

  
)אם : 2.9.5משפט  )nx אז ) מלמטה(ואינה חסומה מלמעלה ) יורדת( סדרה מונוטונית עולהnx → +∞ 

)nx → −∞.(  
  

nxאם : 2.9.6משפט   אזי לכל תת סדרה ∞→
knx →∞  

  
  . חלקי במובן הרחבלכל סדרה יש גבול: 2.9.7משפט 
)תהי סדרה : הוכחה )nx .אם היא חסומה אז היא מתכנסת במובן . הראנו שיש לה תת סדרה מונוטונית
  ☺. אחרת יש לה גבול אינסופי. הצר

  
נשים לב שאם יש לסדרה תת סדרה ששואפת לאינסוף אז כל מה שנוכל להגיד על הסדרה המקורית הוא 

)למשל הסדרה . אך לא בהכרח היא שואפת לאינסוף.  חסומהשהיא אינה )1,0, 2,0,3,0,4,0,....  
  

למינוס (יש סדרה חלקית ששואפת לאינסוף ) למטה(לכל סדרה שאינה חסומה מלמעלה : 2.9.8משפט 
  ).אינסוף

  
Sאם : הגדרה ⊂ sup-נאמר ש) למטה( אינה חסומה מלמעלה \ S = +∞) inf S = −∞.(  
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)אם : הגדרה )nx אז ) למטה( אינה חסומה מלמעלהlimsup nx = +∞) liminf nx = −∞.(  
  

nx: 2.9.9משפט  l→מ " אמlimsup liminfn nl x x=   . כאן על תקן גבול במובן הרחבl- ו=
  :אחרת.  סופי כבר ראינו\∋l-את המקרה ש: הוכחה

nxאם ) ⇐( → } אז ∞+ }nx אינה חסומה ולכן לפי הגדרה limsup nx = liminf-נראה ש. ∞+ nx = +∞ .

nx → ni ולכן ∞+ → liminf ואז ∞+ limn nx i= = +∞.  
liminfאם ) ⇒( nx = lim אז ∞+ ni = nx ואז ∞+ →∞ .☺  
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  טורים .3
  
  

  הגדרת הטור .3.1
  

)תהי : הגדרה )na שלה סדרת הסכומים החלקיים נגדיר את ( )nsבאופן הבא  :
1

n

n i
i

s a
=

= ∑.  

  

)תהי : הגדרה )naסדרה ו -( )nsהסכומים החלקיים שלה סדרת  .
1

n
n

a
∞

=
- לסדרה והטור המתאים נקרא ∑

na האיבר ה הוא-n-אם .  של הטורי( )nsמתכנסת ל -sנאמר ש -( )na ונרשום סכימה 
1

n
n

a s
∞

=

אם . ∑=

( )ns מתבדרת נאמר שהטור 
1

n
n

a
∞

=
  .מתבדר ∑

  
  :דוגמאות

nהטור ההנדסי  .1
na q= .ידוע ש-

0

1
1

nn

n i
i

qs a
q=

−
= =

  :כעת יש כמה אפשרויות. ∑−

1.1. 0q 0na אז = 0- וברור ש≡ 0ns ≡ לכן . →
0

0n
n

a
∞

=

=∑. 

1.2. 0q  :גם כאן יש כמה אפשרויות. ≠

1.2.1. 1q 0nq- אז ראינו כבר ש> 1ולות  וכעת לפי אריתמטיקה של גב→
1ns

q
→

−
 כלומר 

0

1
1n

n

a
q

∞

=

=
−∑. 

1.2.2. 1q 1naאז . = 1ns- ו= n=  . וברור שהטור מתבדר+

1.2.3. 1 q< וראינו שבמקרה זה nq nsלכן . ∞→  והטור ∞→
0

n
n

a
∞

=
 . מתבדר∑

1.2.4. 1q ≤ )-ובפרט במקרה ש.  במקרה זה הטור מתנדנד− )1 n
na =  נקבל −

1  is odd
0  is evenn

n
s

n
−⎧

= ⎨
⎩

 . שזו סדרה שכמובן אינה מתכנסת

2. na n= .חנו יודעים שסדרת הסכומים החלקיים היא אז אנ( )
1

1
2

n

n
i

n n
s i

=

−
= .  והיא מתבדרת כמובן∑=

לכן 
0

n
n

a
∞

=

= ∞∑. 

הטור הטלסקופי  .3
( )

1
1na

n n
=

+
1-נשים לב ש.  1

1na
n n

= −
+

 ואז. 

1 1
1 2ns = −

1
2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
3

−
1...
n

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 11
1 1n n

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
  

אזי 
( )1

1 1lim lim 1 1
1 1nn nn

s
n n n

∞

→∞ →∞
=

⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∑.  

הטור ההרמוני  .4
1

1
n n

∞

=
  ! מתבדר∑
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ניתן להוכיח שהטור  .5
1

1
p

n n

∞

=
1מ " מתכנס אמ∑ p<. 

  
 וברור שאיבר אחד לא משפיע זה בכלל לא משנה. 1- ולפעמים מ0-נשים לב שלפעמים התחלנו לסכום מ

במקרה של התכנסות זה רק מוסיף קבוע לסכום . על התכנסות או התבדרות של טור ובו אינסוף איברים
  .הסופי

  
  

  תנאי הכרחי להתכנסות .3.2
  

): הקריטריון של קושי (3.2.1משפט 
1

n
n

a
∞

=
0מ לכל " מתכנסת אמ∑ ε< קיים N  שלכל כך `∋

N n m< 1 מתקיים > ...n ma a ε+ + + <.  
ההוכחה היא ישירה ומסתמכת על קריטריון קושי להתכנסות של סדרות כאשר מפעילים אותו על סדרת 

)הסכומים החלקיים של  )na.  
  

אם : 3.2.2משפט 
1

n
n

a
∞

=
0na מתכנס אז ∑ →.  

1למשל . זהו רק תנאי הכרחי אך הוא לא מספיק כלל וכלל: הערה 0
n
  !! אבל הטור ההרמוני מתבדר→

0יהי : 'הוכחה א ε< . לפי תנאי קושי יהיNשאם  כך N n m< 1 אזי > ...n ma a ε+ + + Nנבחר . > n< 
1N-ו m n< = 1naאז . + ε+ 1 כלומר > 0na + 0na- אבל מכאן ברור ש→ → .☺  

אם : 'הוכחה ב
1

n
n

a
∞

=
) מתכנס אז סדרת הסכומים החלקיים ∑ )nsנניח .  מתכנסתns s→ . אבל קל לראות

1-ש 1n n na s s+ += 1 וכעת לפי אריתמטיקה של גבולות − 0na s s+ → − 0na ולכן = → .☺  
  

)תהי : 3.2.3טענה  )naסדרה חיובית יורדת כך ש -
1

n
n

a
∞

=
0nnaאזי .  מתכנס∑ →.  

1 מתקיים `∋nהסדרה יורדת ולכן לכל : הוכחה ...n nna a a≤ + mכעת יהי . + n< אזי באותו אופן 
1 ...n mma a a≤ + )אזי . + ) n n mn m a s s− ≤ nכלומר . − n m nna s s ma≤ − 0בהינתן . + ε< 1 יהיו 2,N N ∈` 

-אשר מבטיחים לפי קריטריון קושי ש
2n ms s ε

− 1ם  א> ,N n m<ו -
2nma ε

2N אם > n< . אזי עבור כל

1 2,N N n< נקבל 
2 2nna ε ε ε< + = .☺  

  
  

  טורים חיוביים .3.3
  

יהי : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
-נאמר ש.  טור∑

1
n

n

a
∞

=
 מתכנס בהחלט אם הטור ∑

1
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑

  

אם : 3.3.1משפט 
1

n
n

a
∞

=
 מתכנס אזי ∑

1
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑
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אם . חשוב לשים לב שלא מדובר פה בשקילות: הערה
1

n
n

a
∞

=
נס  מתכנס אין הדבר אומר שהטור גם מתכ∑

)לא הוכחנו את זה עדיין אבל הטור , למשל. בהחלט )
1

11 n

n n

∞

=

 מתכנס ואילו הטור ההרמוני ∑−

( )
1 1

1 11 n

n nn n

∞ ∞

= =

= −∑   . מתבדר∑

: הוכחה
1

n
n

a
∞

=
0 מתכנס ולכן לכל ∑ ε< קיים N N כך שלכל `∋ n m<   מתקיים≥

1 1... ...n m n ma a a a ε+ ++ + = + + 1אבל אז . > 1... ...
TI

n m n ma a a a ε+ ++ + ≤ + + כלומר מתקיים . >

קריטריון קושי להתכנסות עבור הטור 
1

n
n

a
∞

=
  ☺. ולכן הטור מתכנס. ∑

  

נאמר שהטור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
0- ש`∋nמתקיים לכל  הוא טור חיובי אם ∑ na<.  

  
אם נזכור שסדרה מונוטונית . ברור שסדרת הסכומים החלקיים של טור חיובי היא סדרה מונוטונית עולה

אזי הטור , עולה וחסומה היא מתכנסת נקבל שאם סדרת הסכומים החלקיים של טור חיובי היא חסומה
  .מתכנס

  

יהיו ): 14מבחן ההשוואה (3.3.2שפט מ
1 1 1

, ,n n n
n n n

a c d
∞ ∞ ∞

= = =
∑ ∑   :אזי.  טורים חיוביים∑

nאם  .1 na c≤כמעט תמיד ו -
1

n
n

c
∞

=
 מתכנס אזי ∑

1
n

n
a

∞

=
  . מתכנס∑

nאם  .2 nd a≤כמעט תמיד ו -
1

n
n

d
∞

=
 מתבדר אז גם ∑

1
n

n
a

∞

=
 . מתבדר∑

  :הוכחה

1.  
1

n
n

c
∞

=
0יהי .  מקיים את תנאי קושי להתכנסות∑ ε< . אזי קייםN N כך שלכל `∋ n m<  מתקיים ≥

1 1... ...n m n mc c c c ε+ ++ + = + + n שהחל ממנו N' זה גם גדול מאותו Nכ "בה. > na c≤ . אזי

1 1 1... ... ...n m n m n ma a a a c c ε+ + ++ + = + + ≤ + + ולכן . >
1

n
n

a
∞

=
 . מתכנס∑

-נניח בשלילה ש .2
1

n
n

a
∞

=
גם) 1(פי סעיף אבל אז ל.  מתכנס∑

1
n

n
d

∞

=
 ☺. בסתירה לנתון.  מתכנס∑

  

הטור : 3.3.3טענה 
1

1
p

n n

∞

=
1מ " מתכנס אמ∑ p<.  

1-נראה שסדרת הסכומים החלקיים שלו חסומה במקרה ש. זהו טור חיובי: הוכחה p< .אות מספיק להר
-ש

2 1ks
−

2- כך שk תמיד ניתן למצוא `∋n חסומה שהרי בהינתן  1kn < 1-נניח אם כן ש. − p< 
  :ונסתכל על סדרת הסכומים החלקיים

                                                 
14 Comparison Test 
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q

qq

( )

1

2

3

12 1

3 12 1

7 1 1 1 22 1 1

12 1

1 12 1
1

1 1
1
1 1 1 2 11 1

1 2 3 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 4 1 1 1 11 1 1

1 2 3 4 5 6 7 2 4 2 4 2 2

1 1 11 ...
2 2

k

k

p

p p p p p

p p p p p p p p p p p p p

k

p p p
n

s s

s s

s s

s
n

−

−−

− − −− −

−−

− −−
=

= = ≤

= = + + ≤ + = +

= = + + + + + + ≤ + + = + + = + +

⎛ ⎞= ≤ + + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

#

  

 כעת ניתן לזהות שם סדרה הנדסית עם. את אי השוויון האחרון ניתן להוכיח באינדוקציה

1 1

1 11 1 ,
2 2p pq p q− −= < ⇐ > אזי .  ולכן היא מתכנסת=

1 12 1

1 1 1 12 1
1 1

1 1 1 1 11 ...
2 2 2 11

2

k

k

k i

p p p p p
n i

s
n

− −− ∞

− − − −−
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≤ + + + < =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑.  

  .כלומר קיבלנו שסדרת הסכומים החלקיים חסומה ולכן מתכנסת

1pכעת עבור  1  מתקיים≥ 1
pn n

 ולכן לפי מבחן ההשוואה ≥
1

1
p

i n

∞

=
  ☺.  מתבדר∑

  

יהיו ): מבחן ההשוואה הגבולי (3.3.4משפט 
1 1

,n n
n n

a c
∞ ∞

= =
∑   :אזי.  טורים חיוביים ממש∑

0אם  .1 lim n

n
n

a
c→∞

 אז >
1

n
n

c
∞

=
מ " מתכנס אמ∑

1
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑

0אם  .2 lim n

n
n

a
c→∞

- ו=
1

n
n

c
∞

=
 מתכנס אז ∑

1
n

n

a
∞

=
 . מתכנס∑

  :הוכחה

0אם  .1 lim n

n
n

a
c→∞

0 אז קיימים > α β< 0- כך ש> n

n

a
c

α β< < n אזי . כמעט תמיד> n nc a cα β< כעת . >

אם 
1

n
n

c
∞

=
 מתכנס אזי ∑

1
n

n

cβ
∞

=
ולכן לפי מבחן ההשוואה ) נוכיח את זה עוד מעט( מתכנס ∑

1
n

n

a
∞

=
∑ 

אם , מצד שני. מתכנס
1

n
n

a
∞

=
אה  מתכנס אזי לפי משבן ההשוו∑

1
n

n

cα
∞

=
 מתכנס ולכן ∑

1
n

n

c
∞

=
  . מתכנס∑

0נניח  .2 lim n

n
n

a
c→∞

1εיהי . = 0אזי כמעט תמיד מתקיים . = 1n n

n n

a a
c c

< = 0כלומר . > n na c< לכן לפי . >

מבחן ההשוואה אם 
1

n
n

c
∞

=
 מתכנס אז ∑

1
n

n
a

∞

=
  ☺.  מתכנס∑

  

יהי ): מבחן המנה (3.3.5משפט 
1

n
n

a
∞

=
1ויהיו .  טור חיובי∑ 1limsup , liminfn n

n n

a au l
a a
+ +=   :אזי. =

1uאם  .1  אזי >
1

n
n

a
∞

=
   מתכנס∑

1אם  .2 l< אזי 
1

n
n

a
∞

=
 . מתבדר∑

  :הוכחה

1uיהי  .1 q< 1nאזי . >

n

a q
a
+ Nלכן קיים .  כמעט תמיד> N כך שלכל `∋ n< 1n

n

a q
a
+  אזי. >
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1

2
2 1

N N

N N N

m
N m N

a a q

a a q a q

a a q

+

+ +

+

<

< <

≤

#
1 ולכן 

1 1
...

m
i i

N N m N N
i i

a a a q a q
∞

+ +
= =

+ + < <∑ ∑  

)סדרת הסכומים החלקיים של , לכן. אבל זה טור הנדסי מתכנס )na חסומה ולכן 
1

n
n

a
∞

=
  . מתכנס∑

1יהי  .2 lα< 1nאזי . >

n

a
a

α 10כלומר . ד כמעט תמי>+ n na aα +<  כמעט תמיד ולכן לא מתקיים התנאי >

0na-ההכרחי להתכנסות ש לכן . →
1

n
n

a
∞

=
 ☺.  מתבדר∑

  
  :למשל. 1נשים לב שמבחן המנה לא נותן לנו הכרעה כאשר הגבולות החלקיים הם 

1אם  -
na

n
1 אז = 1n

n

a
a
+ - ו→

1
n

n

a
∞

=
  . מתבדר∑

2אבל אם  -

1
na

n
1 אז = 1n

n

a
a
+  אבל →

1
n

n

a
∞

=
 . מתכנס∑

  

יהי ): מבחן השורש (3.3.6משפט 
1

n
n

a
∞

=
limsupויהי .  טור חיובי∑ n

nu a= .אזי:  

1uאם  .1  אז >
1

n
n

a
∞

=
  מתכנס∑

1אם  .2 u< אז 
1

n
n

a
∞

=
 . מתבדר∑

  :הוכחה
0יהי  .1 1u q≤ < nאז . >

na q<ולכן .  כמעט תמידn
na q<כעת לפי מבחן ההשוואה .  כמעט תמיד

1
n

n

a
∞

=
 . מתכנס∑

1יהי  .2 uα< nאז . >
naα 1לכן .  שכיח> n aα<  סות שכיח ולכן לא מתקיים התנאי ההכרחי להתכנ>

-של טורים ומכאן ש
1

n
n

a
∞

=
 ☺.  מתבדר∑

  

)תהי ): מבחן העיבוי (3.3.7משפט  )naאזי .  חיובית מונוטונית יורדת
1

n
n

a
∞

=
מ " מתכנס אמ∑

2
0
2 n

n

n
a

∞

=
∑ 

  .מתכנס
  נסמן: הוכחה

1 2

1 2 4 2

...

2 4 ... 2 k

n n

k
k

s a a a

t a a a a

= + + +

= + + + +
  

2knאם  ) אז > ) ( )11 2 3 1 22 2 1 2
... ... 2 ... 2k k k

k
n ks a a a a a a a a t+ −
≤ + + + + + + ≤ + + + =.  

12kאם  n+ < ( ) ( )1
1

1 2 3 4 1 2 4 82 1 2 2

1 1... ... 2 4 ... 2
2 2k k k

k
n ks a a a a a a a a a a a t+

−
+

≥ + + + + + + + ≥ + + + + + =.  

1קיבלנו , לסיכום

2 0
2 0 2

k
n k

k
k n

n s t
n t s+

⎧ < ≤ ≤⎪
⎨

< ≤ ≤⎪⎩
.  

לכן אם 
1

n
n

a
∞

=
) מתכנס אז ∑ )ns חסומה ולכן ( )ktחסומה ו -

2
0

2 n
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑

ואילו אם 
2

0

2 n
n

n

a
∞

=
) מתכנס אז ∑ )kt חסומה ולכן ( )nsחסומה ו -

1
n

n

a
∞

=
  ☺.  מתכנס∑
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יהי ): מבחן רבה (3.3.8משפט 
1

n
n

a
∞

=
1 טור חיובי כך שקיימים ∑ α<ו -N N כך שלכל `∋ n< מתקיים 

11 n

n

a n
a

α+⎛ ⎞
− ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
אזי . 

1
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑

  
  

  :דוגמאות

1. 
1

1
p

n n

∞

=
מ "כנס אמ מת∑

( )1

12
2

n
pnn

∞

=
1נסמן .  מתכנס∑

1
2 pq  ונקבל שבעצם יש לבדוק מתי =−

1

n

n
q

∞

=
∑ 

0מ "אבל זה קורה אמ. מתכנס 1q< 11 כלומר > 2 p−< 0 כלומר 1p< 1 או − p< . אז
1

1
p

n n

∞

=
 מתכנס ∑

1מ "אמ p< .וזה גם מה שקיבלנו קודם בקצת יותר מאמץ... 

2. 
2

1
lnn n n

∞

=
מ " מתכנס אמ∑

2 2

1 12
2 ln 2 ln 2

n
n n

n n n

∞ ∞

= =

=∑  מתכנס אבל טור זה מתבדר כי הוא בעצם הטור ∑

 .ההרמוני

3. 
( )2

2

1
lnn n n

∞

=
מ מתכנס " מתכנס אמ∑

( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 12
ln 2 ln 22 ln 2

n

n nn n n nn

∞ ∞ ∞

= = =

= = ⋅∑ ∑  . וטור זה מתכנס∑

  
  

  על שאריות וזנבות .3.4
  

יהי טור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
הטור . ∑

1
n

n m
a

∞

= +
נסמן את .  שלוזנב-m- ייקרא ה∑

1
n

n m
a

∞

= +
  .mrי " ע∑

  

סדרת הסכומים החלקיים של !! זנב של סדרת הסכומים החלקיים-m- הלאזה : אזהרה
1

n
n

a
∞

=
 היא ∑

1

n

n i
i

s a
=

=  ואילו סדרת הסכומים החלקיים של ∑
1

n
n m

a
∞

= +
 היא ∑

1

m n

n i
i m

t a
+

= +

= נשים לב שמתקיים . ∑

n m n mt s s+= −.  
  

  :3.4.1משפט 

אם  .1
1

n
n

a
∞

=
 אזי S- מתכנס ל∑

1
n

n m
a

∞

= +
m ומתקיים `∋m מתכנס לכל ∑ ms r S+ =. 

- כך ש`∋mאם קיים  .2
1

n
n m

a
∞

= +
 אזי ∑

1
n

n
a

∞

=
m ומתקיים S- מתכנס ל∑ ms r S+ =. 

  :הוכחה
n. נשתמש בסימונים מקודם .1 m k mt s s+= ns-נתון ש. − S→ . אזיm ks S+ k ואז → m mt S s r→ − =. 
mמאריתמטיקה של גבולות  .2 k k m m ms t s r s+ = + → mלכן . + ks S+ → .☺ 
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  טורים עם סימנים מתחלפים .3.5
  

)תהי ): משפט לייבניץ (3.5.1משפט  )nxאזי . מונוטונית יורדת ממש ומתכנסת לאפס,  חיובית ממש

( ) 1

1

1 n
n

n
x

∞
+

=

10 שמקיים sלסכום .  מתכנס∑− s x< <.  

)נגדיר שתי סדרות חדשות : הוכחה )naו -( )nbא באופן הב:  
1 2 1 2

2 4 1 2 3 4

2n n

a s x x
a s x x x x

a s

= = −
= = − + −

=
#

    

1 1 1

2 3 1 2 3

2 1n n

b s x
b s x x x

b s −

= =
= = − +

=
#

  

  .נטען שהסדרות החדשות עומדות בתנאים של הלמה של קנטור
)-נראה ש )naמונוטונית עולה :  

1 1

2 2 2

2 2 1 2 2 2

2 1 2 2

2 2 2 1

0
0
0
0

n n n n

n n

n n n n

n n

n n

a a a a
s s
s x x s
x x

x x

+ +

+

+ +

+ +

+ +

< ⇔ < −
⇔ < −
⇔ < + − −
⇔ < −
⇔ <

  

)והרי אי השוויון האחרון נכון כי הסדרה  )nx יורדת.  
)באופן דומה נראה כי  )nbיורדת :  

1 1

2 1 2 1

2 1 2 1 2 2 1

2 2 1

2 1 2

0
0
0
0

n n n n

n n

n n n n

n n

n n

b b b b
s s
s s x x
x x

x x

+ +

− +

− − +

+

+

< ⇔ < −
⇔ < −
⇔ < − + −
⇔ < −
⇔ <

  

)והרי זה נכון כי  )nxיורדת .  
n-כעת נראה ש na b<:  

2 1 2

2 1 2 1 2

2

0
0
0
0

n n n n

n n

n n n

n

a b b a
s s
s s x
x

−

− −

< ⇔ < −
⇔ < −
⇔ < − +
⇔ <

  

)וזה נכון שהרי  )nxיובית סדרה ח.  
2יתר על כן  0n n nb a x− = 1 ולכן לפי משפט קנטור קיים → 2 1 1 10 x x a s b x< − = < <  אחד ויחיד אשר =

naמקיים  s→ וגם nb s→ . 0יהי ε< . 2אזי כמעט תמיד מתקייםns s ε− 2 וגם > 1ns s ε− − לכן . >
nsמתקיים כמעט תמיד  s ε− < .☺  

  

) זנב של הטור m-ה, בתנאי משפט לייבניץ: 3.5.2מסקנה  ) 1

1
1 n

n m
n m

a r
∞

+

= +

− 1m מתכנס ומתקיים ∑= mr a +< 

)-ו )0 1 m
mr< −.  
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  אריתמטיקה של טורים .3.6
  

  :נביא כמה טענות טריוויאליות ללא הוכחה
  

יהיו ): אריתמטיקה של טורים (3.6.1משפט 
1 1

,n n
n n

a b
∞ ∞

= =
∑   אזי.  טורים מתכנסים∑

0אם : חיוביות .1 na≤ אז 
1

0 n
n

a
∞

=

≤ ∑ 

nאם : מונוטוניות .2 na b≤ אז 
1 1

n n
n n

a b
∞ ∞

= =

≤∑ ∑ 

 :לינאריות .3

3.1. ( )
1 1 1

n n n n
n n n

a b a b
∞ ∞ ∞

= = =

+ = +∑ ∑ ∑ 

3.2. ( )
1 1

n n
n n

k a ka
∞ ∞

= =

=∑ ∑ 

  
  

  טורים עם איברים כלליים .3.7
  

)יהיו סדרות ): הלמה של אבל (3.7.1משפט  ) ( ),n na b1- ו m n< אזי . >

( )1 1 1 1

n n

k k n n m m k k k
k m k m

a b a B a B a a B+ + + +
= =

= − − −∑  כאשר ∑
1

1

k

k i
i

B b
−

=

= ∑.  

)בהינתן סדרה : הוכחה )kc 1 נגדירk k kc c c+Δ = 1kתחת סימון זה נקבל . − k k kB B B b+Δ = − - ו=
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1k k k k k k k k k k k k k k k k ka B a B a B a a B B B a a a B b a+ + + + + + +Δ = − = − + − = − +.  

)לכן  ) ( )( )1 1 1 1

n n

k k k k k k k k k
k m k m

a B a B a a B b a+ + + +
= =

− = − +∑   :כעת נסכם ונקבל. ∑

1 1m ma B+ +

2 1

m m

m m

a B

a B+ +

−

1 1m ma B+ +−

3 1m ma B+ + 2 2m ma B+ +−

n na B

#

1 1n na B− −−

1 1n n n na B a B+ + −

1 1n n m ma B a B+ +

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
= −⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

  

)כלומר  )( )1 1 1 1

n

n n m m k k k k k
k m

a B a B a a B b a+ + + +
=

− = − ) או ∑+ )1 1 1 1

n n

k k n n m m k k k
k m k m

a b a B a B a a B+ + + +
= =

= − − −∑ ∑ .

☺  
  

יהיו ): קריטריון דיריכלה (3.7.2משפט 
1

n
n

b
∞

=
)- טור חסום ו∑ )naסדרה חיובית מונוטונית שואפת לאפס  .

אזי הטור 
1

n n
n

a b
∞

=
  . מתכנס∑
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נסמן : הוכחה
1

1

n

n i
i

B b
−

=

= Mיהי . ∑ nB- כך ש\∋ M≤ לכל n∈`יהי ).  קיים כזה שהרי הטור חסום

0 ε< ויהי N - כך ש`∋
2n na a

M
ε

= N לכל > n< . אזי לכלN m n<  יתקיים לפי הלמה של אבל >

)ואי שוויון המשולש  )1 1 2 2
2

n n

k k n m k k m
k m k m

a b M a a a a Ma M
M
ε ε+ +

= =

⎛ ⎞
≤ + + − ≤ < =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ .☺  

  

הטור : דוגמה
1
cos

n
nα

∞

=
0 עבור∑ 2α π< < :

1

2 1sin sin
22 2cos

2sin 2sin
2 2

N

n

N

n

αα
α

α α=

+⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠= לכן לפי . ∑≥

קריטריון דיריכלה הטור 
1

cos
n

n
n
α∞

=
  . מתכנס∑

  

אם ): קריטריון אבל (3.7.3מסקנה 
1

n
n

b
∞

=
)- מתכנס ו∑ )na מונוטונית וחסומה אזי 

1
n n

n

a b
∞

=
  . מתכנס∑

)אם: הוכחה )naנניח ש.  מונוטונית וחסומה אז היא מתכנסת-na a→ . 0אזיna a− → .
1

n
n

b
∞

=
 מתכנס ∑

)לפי קריטריון דיריכלה . ולכן חסום )
1

n n
n

a a b
∞

=

)אבל .  מתכנס∑− )n n n n na b a a b ab= − לכן לפי . +

אריתמטיקה של טורים 
1

n n
n

a b
∞

=
  ☺.  מתכנס∑

  

יהי טור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
)ותהי . ∑ )kn0- סדרה מונוטונית עולה ממש של טבעיים ו 1n נגדיר . =

1 1

k

k

n

k i
i n

b a
−= +

= -נאמר ש. ∑
1

n
n

b
∞

=
 התקבל מהטור ∑

1
n

n
a

∞

=
  .הכנסת סוגרייםי " ע∑

  
 אזי לאותו סכום יתכנס כל טור שמתקבל Sאם טור מתכנס וסכומו ): חוק הצירוף (3.7.4משפט 

  .י הכנסת סוגריים"מהראשון ע

יהי : הוכחה
1

n
n

a S
∞

=

 ויהי ∑=
1

n
n

b
∞

=
נסמן את סדרת הסכומים החלקיים . י הכנסת סוגריים" טור שהתקבל ע∑

שלו 
1

k

k n
n

t b
=

= 1-נשים לב ש. ∑ 1... ...
k kk k n nt b b a a s= + + = + + = .( )kn עולה ממש ולכן ( )kns סדרה 

)חלקית של  )ns .הנחנו ש-( )nsמתכנסת ל -Sאבל כל תת סדרה שלה גם היא מתכנסת לאותו גבול  .

כלומר 
kk nt s S= כלומר . →

1
n

n
b S

∞

=

=∑ .☺  

  

יהי : 3.7.5משפט 
1

n
n

b
∞

=
 שהתקבל מטור  טור מתכנס∑

1
n

n

a
∞

=
י הכנסת סוגריים כך שכל האיברים בתוך " ע∑

אזי . הסוגריים בעלי אותו סימן
1

n
n

a
∞

=
 מתכנס ולאותו סכום כמו ∑

1
n

n

b
∞

=
∑.  

 את הסכומים החלקיים של �ns- וnsי "נסמן ע: הוכחה
1

n
n

a
∞

=
 ושל ∑

1
n

n
b

∞

=
היות וסימני האיברים .  בהתאמה∑

1kn בין המספרים nנקבל שעבור , בכל סוגריים זהים  תהיה מונוטונית ולכן נמצאת בין kn ,ns- ו−
1 1kn ks s− −= - ו�

kn ks s= 0כלומר לכל . � ε< 0 קייםN 0 כך שלכלN k< מתקיים ks s ε− <� - ו�

1 1kn ks s s s ε− −− = − <� nsלכן . � s ε− ns כלומר �> s→ � .☺  
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)נאמר שהסדרה : הגדרה )nbבסדרה שינוי סדרי " מתקבלת ע ( )na אם קיימת :p →` ע ועל כך " חח`
)-ש )n p nb a=.  
  

יהי ): חוק החילוף (3.8.6משפט 
1

n
n

a
∞

=
)אם .  טור חיובי מתכנס∑ )nbי שינוי סדר של " התקבלה ע( )na 

אז
1 1

n n
n n

a b
∞ ∞

= =

=∑ ∑.  

)- תמורה כך שpתהי : הוכחה )n p nb a= . בהינתןn∈` קיים k )- כך ש`∋ ) ( ){ } { }1 ,..., 1,...,p p n k⊂ .

)נסמן  ) ( )1 1... ...n n p p nt b b a a= + + = + אזי . +
1

n k n
n

t s a
∞

=

≤ ≤ )-קיבלנו ש. ∑ )ktלכן.  חסומה ולכן מתכנסת 

1 1
n n

n n

b a
∞ ∞

= =

≤∑ )-נשים לב ש. ∑ )naמתקבלת מ -( )nb1י התמורה "י שינוי סדר ע" עp− ואז באותות אופן 

נקבל 
1 1

n n
n n

a b
∞ ∞

= =

≤∑ כלומר . ∑
1 1

n n
n n

a b
∞ ∞

= =

=∑ ∑ .☺  

  

 יהי :3.8.7למה 
1

n
n

a
∞

=
,נסמן .  טור מתכנס בהחלט∑

2 2
n n n n

n n

a a a a
P N

+ −
= אזי . =

1 1

,n n
n n

P N
∞ ∞

= =
∑ ∑ 

Sמתכנסים ומתקיים  P N=  כאשר −
1 1 1

, ,n n n
n n n

S a P P N N
∞ ∞ ∞

= = =

= = =∑ ∑ אם , ולהפך. ∑
1 1

,n n
n n

P N
∞ ∞

= =
∑ ∑ 

מתכנסים אז 
1

n
n

a
∞

=
  . מתכנס בהחלט∑

  :הוכחה

-נתון ש) ⇐(
1

n
n

a S
∞

=

0נשים לב שאם . ∑= na< 0 אז n nP a< 0nN- ו= 0na ואם = 0 אז > n nN a< = − 

0nP-ו nבכל אופן . = nP a≤ו -n nN a≤ ולכן לפי מבחן ההשוואה הטורים 
1 1

,n n
n n

P N
∞ ∞

= =
∑ ,  מתכנסים∑

P,-נניח ל Nנשים לב שמתקיים .  בהתאמהn n na P N= Sואז מאריתמטיקה של טורים . − P N= −.  

-נניח ש) ⇒(
1 1

,n n
n n

P P N N
∞ ∞

= =

= =∑ nנשים לב שמתקיים . ∑ n na P N= אזי מאריתמטיקה של טורים . +

מתקיים 
1

n
n

a P N
∞

=

= +∑ .☺  

  

יהי : )משפט החילוף (3.8.7משפט 
1

n
n

a
∞

=
ויהי .  טור מתכנס בהחלט∑

1
n

n
b

∞

=
י שינוי סדר " טור שהתקבל ע∑

של 
1

n
n

a
∞

=
אזי . ∑

1 1
n n

n n

a b
∞ ∞

= =

=∑ ∑.  

: הוכחה
1

n
n

a
∞

=
 מתכנס בהחלט ולכן ∑

1 1

,n n
n n

P N
∞ ∞

= =
∑ נשים לב שמתקיים . ם טורים חיוביים מתכנסים שה∑

1 1 1
n n n

n n n
a P N

∞ ∞ ∞

= = =

= −∑ ∑   אבל לפי חוק החילוף. ∑

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1

n n n np n p n p n
n n n n n n n

b a P N P N a
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = = =

= = + = + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ☺  

  

הטור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
  . מתכנס בתנאי אם הוא מתכנס אבל לא מתכנס בהחלט∑
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אם ): משפט רימן (3.8.8משפט 
1

n
n

a
∞

=
 קיים סידור כלשהו לאיברי הטור \∋s מתכנס בתנאי אז לכל ∑

( )n p nb a=כך ש -
1

n
n

s b
∞

=

= ∑.  

  
  

  מכפלה של טורים .3.8
  

נוצרת מן טבלה אינסופית כזאת של איברים . כופלים כל איבר בכל איבר ומסכמים? איך כופלים טורים
יש שני סדרי סכימה . במקרה זה סדר הסכימה משנה. השאלה איך מסכמים את האיברים שבהונשאלת
  :חשובים

 :בריבועים .1

  
( )0 0 0 1 1 1 1 0 0 2 1 2, , , , , ,...a b a b a b a b a b a b  

 ):סידור קושי(באלכסון  .2

  
( )0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0, , , , , ,...a b a b a b a b a b a b  

  

יהיו :  3.8.1משפט 
1

n
n

a
∞

=
- ו∑

1
n

n

b
∞

=
נגדיר .  בהתאמהb- וa טורים מתכנסים בהחלט עם סכומים ∑

n i j
i j n

c a b
∞

+ =

= אזי . 15∑
1

n
n

c
∞

=
cיים  ומתקc- מתכנס ל∑ ab=.  

נסדר את איברי מכפלת הטורים בסדר כלשהו ונקבל : הוכחה
1 1 1

k kn n i j
n n k

a b a b
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ נראה שטור זה . ∑

  :נסתכל על סדרת הסכומים החלקיים שלו. מתכנס בהחלט

1 1 1
k k

n n n

n i j i j
k i j

s a b a b ab
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

לפי חוק החילוף טור המכפלה מתכנס . כלומר סדרת הסכומים החלקיים חסומה ולכן הטור מתכנס בהחלט

לסכום שאינו תלוי בסדר האיברים ולכן 
1

n
n

c
∞

=
אם .  מתכנס לאותו סכום∑

1 1

,
n n

n k n k
k k

s a t b
= =

= =∑  אז לפי ∑

nאריתמטיקה של גבולות  ns t ab→ .נשים לב שn ns tלכן . אים לסידור הריבועים הוא סכום חלקי שמת

1
n

n
c ab

∞

=

=∑ .☺  

  
  

                                                 
 זהו סידור קושי 15

0 1 2 3

0 0 0 1 0 2 0 3 0

1 0 1 1 1 2 1 3 1

2 0 2 1 2 2 2 3 2

a a a a
b a b a b a b a b
b a b a b a b a b
b a b a b a b a b

"
"
"
"

# # # # #

0 1 2 3

0 0 0 1 0 2 0 3 0

1 0 1 1 1 2 1 3 1

2 0 2 1 2 2 2 3 2

a a a a
b a b a b a b a b
b a b a b a b a b
b a b a b a b a b

"
"
"
"

# # # # #
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  מספרים עשרוניים .3.9
  

0יהיו  1, ,..., na a a 10- כך ש[∋ ,..., 10na a≤ 1מסמנים . > 2
0 1 0

1. ... ...
10 100 10

n
n n

a aa a a a= + + כל מספר . +

  .ממשי אפשר להציג בצורה הזאת
] שלם אחד ויחיד קיים מספר. \∋aיהי  ]a ] אשר מקיים [∋ ] [ ]0 1a a a a≡ ≤ <   כלומר. +

( )
0

0

0 1
0 10 10

a a
a a

≤ − <

≤ − <
  

1aקיים  10- אחד ויחיד כך ש[∋ 9a≤ ) שמקיים ≥ )1 0 110 10a a a a≤ − <   כלומר. +
1 1

0

1 1
0 0

0 1 0 1

1
10 10

1
10 10 10

1. .
10

a aa a

a aa a a

a a a a a

≤ − < +

+ ≤ < + +

≤ < +

  

0נמשיך באותו אופן ובכל שלב נקבל  1, ,..., na a a 10- כך ש[∋ ,..., 9na a≤ - ו≥

0 1 0 1
1. ... . ...

10n n na a a a a a a≤ < +.  

הגבול של  הינו a .aהצגה עשרונית של נמשיך לעשות את זה אינסוף פעמים ונקבל את מה שנקרא 

0כלומר , סדרת הקירובית העשרוניים
1 010 10

n n
n n

n n

a aa a
∞ ∞

= =

= + =∑ הטור הזה מתכנס כי ניתן להשוות אותו . ∑

1עם טור הנדסי עם  1
10

q = <...  

  
אם זה כך אז באחת החל ממקום . נשים לב שיכול להיות מספר ממשי שיש לו שתי הצגות עשרוניות

...0.01254700למשל . ובשנייה החל מאותו מקום יש רק תשעיות, מסויים יש רק אפסים 0.1254699...=.  
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  eהכל אודות  .4
  

  eהגדרת המספר  .4.1
  

10יהיו ): אי שוויון הממוצעים (11.4.משפט  ,..., na a≤   אזי. \∋
Arithmetic AverageHarmonic Average

Geometric Average

1
1

1

...1 ...
1 1...

nn
n

n

a a
a a

n
a a

+ +
≤ ⋅ ⋅ ≤

+ +


����
���� 
����
  

  .הוכחה מושארת לקורא כתרגיל והיא גם מופיעה באתר הקורסה
  

11י "הסדרה המוגדרת ע: 4.1.2טענה 
n

na
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . מתכנסת

)-אם נראה ש: הוכחה )na נקבל שהיא מתכנסת2.5.1 עולה וחסומה אז לפי משפט .  
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1עבור , יתר על כן. כלומר הסדרה חסומה n< 1 מתקיים 2 3na a= < ן יש לשים לב שהשתמשנו כא. >

!1באי שוויון  2nn   . אשר קל להוכיח אותו באינדוקציה<−
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  ☺. לכן הסדרה מתכנסת
  

1limנסמן : הגדרה 1
n

n
e

n→∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  
  . רבות בהמשךeעוד נדון במספר 
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  פונקציות ממשיות .5
  
  

  הגדרת מושג הפונקציה .5.1
  

A, של עצמים בהינתן שתי קבוצות: הגדרה B פונקציה fמ -Aל -B היא התאמה שמתאימה לכל איבר 
a A∈ איבר אחד ויחיד b B∈ . נסמן:f A B→ו -( )f a b= . כאשר,A B ⊂ פונקציה  נאמר שזו \

  .f של טווח נקראת הB ואילו הקבוצה f של תחום נקראת הAהקבוצה . ממשית
  

f: של פונקציה ממשית גרף: הגדרה A B→ הוא הקבוצה ( ) ( ){ } 2, : , ,fG x y x A y B f x y= ∈ ∈ = ⊂ \.  
  

f:נאמר שפונקציה : הגדרה A B→ אם לכל ) ע"חח (ערכית-חד-חד היא,a b A∈ אם ( ) ( )f a f b= אז 
a b= . עלנאמר שהפונקציה B אם לכל b B∈ קיים a A∈כך ש -( )f a b=.  

  
  :דוגמאות

 סדרות הן פונקציות ממשיות התחום שלהן הוא המספרים, כפי שכבר אמרנו כשדיברנו על סדרות .1
 .הטבעיים והטווח הוא המספרים הממשיים

f:הפונקציה הקבועה  .2 →\ )י " שמוגדרת ע\ )f x c≡ עבור איזה c∈\. 
np: נגדיר `∋nעבור  .3 →\ )י " ע\ ) n

np x x=. 
) נגדיר `∋nעבור  .4 ) n

nr x x= .מקבול שכאשר . לא ציינו במפורש את תחום ההגדרה של הפונקציה
התחום , במקרה זה. י נוסחה תחום ההגדרה שלה הוא תחום ההגדרה של הנוסחה"הפונקציה נתונה ע
 .nתלוי בזוגיות של 

aעבור  .5 exp נגדיר \∋+ :a →\ ) כך \ )exp x
a x a=. 

)פונקציית הסימן  .6 ) 0sgn
0 0

x
xx x
x

⎧
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 

D:פונקציית דיריכלה שעוד נדון בה בהמשך  .7 →\ )י " שמוגדרת ע\ )
1
0

x
D x

x
∈⎧

= ⎨ ∉⎩

_
_

 

  
  

  של פונקציותרציפות  .5.2
  

Uקבוצה : הגדרה ⊂ a- כך שI אם קיים קטע פתוח \∋a של סביבה תיקרא \ I U∈ ⊂.  
  

f:תהי : הגדרה A∈\ מוגדרת בסביבה של a∈\ .נאמר ש-f ברציפה -aאם מתקיים התנאי הבא :  
( ) ( )0  0  x a f x f aε δ δ ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <  

  
  :נשים לב שכדי שהתנאי הזה בכלל יהיה מוגדר צריכים להתקיים כמה תנאים

)כדי לכתוב  .1 )f aרת ב הפונקציה צריכה להיות מוגד-a. 
)כדי לכתוב  .2 )f xהפונקציה צריכה להיות מוגדרת ב -x .אז למעשה זו דרישה כפולה: 

) צריך להיות מספיק קטן כדי שהפונקציה תהיה מוגדרת בכל δ-ה .2.1 ),a aδ δ− + 
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)וגם מספיק קטן כדי שיתקיים  .2.2 ) ( )f x f a ε− < 
  .ε- וגם בa- תלוי גם בδ-כלומר ה

  
  :דוגמאות

  .זה טריוויאלי. הפונקציה הקבועה רציפה בכל תחום ההגדרה שלה .1
)נסתכל על  .2 ) 2s x x= .0-נטען שהיא רציפה בa 0יהי . = ε< . נבחרδ ε= ואז בוודאי שאם 

x δ< אזי ( ) ( ) 20s x s x ε− = <. 

)-נטען ש .3 )s x רציפה בכל a∈\ . 0יהי ε< . 10יהי min 1,
1 2 a

δ
⎧ ⎫⎪ ⎪< < ⎨ ⎬+⎪ ⎪⎩ ⎭

xאזי אם .  a δ−  אז >

1x a− 2 וכן > 2 1 2x a x a a x a a a+ = − + ≤ − + <  : ואז נקבל את הדרוש+
( )2 2 1 2x a x a x a a x a ε− = − + < + − <  

)פונקצית הזהות  .4 )Id x x= רציפה לכל a∈\ . 0לכל ε< נבחר δ ε= ואז אם x a δ ε− <  אז =
)כמובן  ) ( )Id x Id a x a ε− = − <. 

  
  :נכתוב על השלילה של ההגדרה? a- אינה רציפה בf-מה זה אומר ש

( ) ( )0  0  x a f x f aε δ δ ε∃ > ∀ > − < ∧ − ≥  
  

)נסתכל על הפונקציה : דוגמה )
0 0
1 0

x
g x

x
≤⎧

= ⎨ <⎩
0a-אינטואיטיבית זה די ברור שהיא אינה רציפה ב.  = .

1εיהי  0אזי לכל . = δ< 0 אם x δ< ) אז > ) 1g x ) ואז = ) ( )0 1 0 1g x g ε− = − ≥ =.  
  

שהרי . נשים לב שאם בתחום ההגדרה של הפונקציה יש נקודות מבודדות אז הפונקציה תמיד רציפה בהן
  .ותלא נוכל למצוא סביבה שבה לא יתקיים התנאי של הרציפ

  
  

  גבול של פונקציה בנקודה .5.3
  

 סביבה מנוקבת עצמה תיקרא a אך לא מכילה את aקבוצה אשר מכילה קטע פתוח שמכיל את : הגדרה
  .aשל 

  
 f של גבול ייקרא \∋a .l מוגדרת בסביבה מנוקבת של fתהי ): הגדרת הגבול לפי קושי (הגדרה

  : אם מתקיים התנאי הבאa-ב
( )0  0    0x x a f x lε δ δ ε∀ > ∃ > ∀ < − < ⇒ − <  

)במקרה זה מסמנים  )lim
x a

f x
→

.  
  

  . אזי הוא יחידa- בfאם קיים הגבול של : 5.3.1ט משפ
  

)נסתכל על הפונקציה : דוגמה )
2 1

1
xf x
x
−

=
−

י נוסחה התחום "כאשר הפונקציה נתונה ע, כפי שכבר ציינו. 

}לכן . שלה הוא התחום שבו מוגדרת הנוסחה }\ 1fD = \.  
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)-נראה ש )
1

lim 2
x

f x
→

0יהי . = ε< . נבחרδ ε= . 0אזי אם 1x δ< −  אז >

( )
2 12 2 1 2 1

1
xf x x x
x

ε−
− = − = + − = − <

−
)כעת נוכל להרחיב את ההגדרה של .  )f x לפונקציה 

):  ומוגדרת על כל הישר2- ברציפה ) ( ) 1
2 1

f x x
g x

x
≠⎧

= ⎨
=⎩

.  

  
)מ " אמa- רציפה בfאזי . a מוגדרת בסביבה של fתהי : 5.3.2משפט  ) ( )lim

x a
f a f x

→
=.  

  
 f של גבול ייקרא \∋a .l מוגדרת בסביבה מנוקבת של fתהי ): הגדרת הגבול לפי היינה (הגדרה

  :התנאיםמ לכל סדרה שמקיימת " אמa-ב
1. n fx D∈  
2. nx a≠ 
3. nx a→ 

)מתקיים  )nf x l→ . במקרה זה מסמנים( )lim
x a

f x l
→

=.  
  

  .הגדרת הגבול לפי קושי שקולה להגדרת הגבול לפי היינה: 5.3.3משפט 
  :הוכחה

)-נניח ש) ⇐( )lim
x a

f x l
→

0אזי לכל .  לפי קושי= ε< 0 קיים δ< כך שלכל x 0 שמקיים x a δ< − < 

)מתקיים  )f x l ε− )כעת תהי סדרה . > )nx0יהי .  אשר מקיימת את כל התנאים הנחוצים ε< ויהי אותו 
0 δ<אזי קיים .  שמתאים לו לפי הגדרת הגבול של קושיN N כך שלכל `∋ n< מתקיים nx a δ− < .
nאבל  fa x D≠ ) ולכן ∋ )nf x l ε− )כלומר . > )nf x l→.  

)-נניח ש) ⇒( )lim
x a

f x l
→

אזי . ונניח שלא מתקיים התנאי מהגדרת קושי של הגבול.  לפי הגדרת היינה=

0קיים  ε< 0 כך שלכל δ< קיים x0- כך ש x a δ< − ) וגם > )f x l ε−  זה נבחר סדרה εעבור *. ≤

1ות כך -δשל 
n n

δ ) ונבנה סדרה = )nxלכל :  באופן הבאnδ נתאים nx כך ש(*)  לפי-

0 n nx a δ< − ) וגם 16> )nf x l ε− nx -אבל לפי משפט ה. ≤ a→ , כלומר( )nx מקיימת את תנאי 
)הגדרת הגבול של היינה אבל  )nf x l→ .☺  

  
) ):קריטריון קושי (5.3.4משפט  )lim

x a
f x l

→
0מ לכל " אמ= ε< 0 קיים δ< כך שלכל ,x yשמקיימים  

0 ,0x a y aδ δ< − < < − ) מתקיים > ) ( )f x f y ε− <.  
  :הוכחה

)-נניח ש) ⇐( )lim
x a

f x l
→

0אזי בהינתן . = ε< 0 קיים δ< כך שלכל x 0 אם x a δ< −  אז >

( )
2

f x l ε
− 0 אם y ולכל > y a δ< − ) אז > )

2
f y l ε

−   אםδ ואותו εתו אזי עבור או. >

0 ,0x a y aδ δ< − < < − ) אז > ) ( ) ( ) ( )
2 2

f x f y f x l f y l ε ε ε− ≤ − + − < + =.  

)נסתכל בסדרה . נניח שקריטריון קושי מתקיים) ⇒( )nxעם התכונות הבאות :  
1. n fx D∈  
2. nx a≠ 
3. nx a→ 

                                                 
)-למעשה צריך להקפיד פה ש 16 )nδ תהייה קטנה מספיק כדי שעדיין נהיה בתוך תחום ההגדרה אבל זה לא בעיה כי ניתן 

  .להקטין אותן כמה שצריך
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)כעת נסתכל על . aברור שקיימת סדרה כזאת שכן הפונקציה מוגדרת בסביבה מנוקבת של  )( )nf x .
0יהי . נראה שזו סדרת קושי ε<0הי  וי δ<משום ש.  שמתאים לו לפי תנאי המשפט-nx a→קיים  

N N כך שלכל `∋ n< 0 מתקיים nx a δ< − N,כעת אם . > n m< 0 אז ,0n mx a x aδ δ< − < < − < .
)לכן לפי קריטריון קושי  ) ( )n mf x f x ε− )-קיבלנו ש. > )( )nf xנניח ,  סדרת קושי ולכן מתכנסת

( )nf x l→ .נראה ש-( )lim
x a

f x l
→

0יהי . = ε< . קיים'N N'ךש לכל  כ`∋ n< מתקיים ( )
2nf x l ε

− < .

0יהי  δ<המתאים ל -εלפי קריטריון קושי  .nx a→ ולכן קיים ''N N'' כך שלכל `∋ n< מתקיים 

0 nx a δ< − ) ואז לפי הקריטריון > ) ( )
2nf x f x ε

− }יהי . > }max ', ''N N N= ויהי N n<יהי .  קבוע

fx D∈0- כך ש x a δ< − )אזי . > ) ( ) ( ) ( )
2 2n nf x l f x f x f x l ε ε ε− ≤ − + − < + =. ☺  

  
)אם : 5.3.5משפט  )0 lim

x a
l f x

→
≠ q אזי לכל = l< קיימת סביבה מנוקבת של a שבה ( )q f x<.  

qיהי : הוכחה l< .0-נתבונן ב l qε< = 0קיים . − δ< 0 כך שאם x a δ< − ) אז > )f x l ε−  כלומר. >
( ) 2q l f x l l qε ε= − < < + = − .☺  

  
  

  פעולות עם פונקציות .5.4
  
י שימוש בהגדרת הגבול של היינה נין מיידית לקבל כמה תוצאות עבור פונקציות בהסתמך על מה "ע

  .שכבר הוכחנו עבור סדרות
  

)נניח שקיימים ): אריתמטיקה של גבולות (5.4.1משפט  ) ( )lim ,lim
x a x a

f x g x
→ →

  :אזי. 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅ 

)אם  .3 ) 0g x )- ו≠ )lim 0
x a

g x
→

) אזי ≠ )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x
g x g x

→

→
→

= 

  
)יהיו ): -משפט ה (5.4.2משפט  ) ( ) ( ), ,f x g x h xפונקציות כך ש -( ) ( ) ( )f x g x h x≤  בסביבה ≥

)אם . aמנוקבת כלשהי של  ) ( )lim lim
x a x a

f x h x l
→ →

= ) אזי = )lim
x a

l g x
→

=.  
  

  :אם מתקיימים התנאים הבאים): כלל ההצבה (5.4.3משפט 
1. ( )lim

x a
g x b

→
=  

)- כך שaקיימת סביבת מנוקבת של  .2 )g x b≠ 
3. ( )lim

x b
f x l

→
= 

)אז  )( )lim
x a

f g x l
→

=  

0יהי : הוכחה ε< . 0קיים ) 3(לפי תנאי γ< כך שלכל y 0 אם y b γ< − ) אז > )f y l ε− לפי . >
10יהי ) 2(תנאי  δ< כך שלכל x10- כך ש x a δ< − ) מתקיים > )g x b≠ . עבורγ קיים ) 1( לפי תנאי

20 δ< כך שלכל x 20 אם x a δ< − ) אז > )g x b γ− }כעת יהי . > }1 2min ,δ δ δ= . אזי לכלx אם 
0 x a δ< − ) אז > )0 g x b γ< − ) ולכן > )( )f g x l ε− )כלומר . > )( )lim

x a
f g x l

→
= .☺  
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  גבולות חד צדדיים .5.5
  

) היא קטע מהצורה a של ה ימנית מנוקבתסביב. \∋aתהי : הגדרה ),a a δ+ . סביבה שמאלית
) היא קטע מהצורה a של מנוקבת ),a aδ− 0 עבור δ<כלשהו .  

  
  : אם מתקיים התנאי הבא מימיןa- שואף לa כאשר fהגבול מימין של  הוא \∋l: הגדרה

( )0  0  0 x a f x lε δ δ ε∀ > ∃ > < − < ⇒ − <  
)במקרה זה מסמנים  )lim

x a
f x

+→
.  

l∈\ של   משמאלהגבול הואf כאשר aשואף ל -aאם מתקיים התנאי הבא משמאל :  
( )0  0  0 a x f x lε δ δ ε∀ > ∃ > < − < ⇒ − <  

)במקרה זה מסמנים  )lim
x a

f x
−→

.  

  

)נסתכל על הפונקציה : דוגמה )
0 0
1 0

x
f x

x
≤⎧

= ⎨ <⎩
)-די ברור כאן ש.  ) ( )

0 0
lim 1, lim 0
x x

f x f x
+ −→ →

= =.  

  
): 5.5.1משפט  )lim

x a
f x l

+→
)מ לכל " אמ= )nxשמקיימת :  

1. n fx D∈  
2. na x< 
3. nx a→ 

)מתקיים  )nf x l→.  
 באותו האופן מנוסח המשפט למקרה של. הוכחה כאן טריוויאלית כי בעצם כבר הוכחנו מקרה כללי יותרה

  .גבול שמאלי
  

)אזי . a מוגדרת בסביבה מנוקדת של fתהי : 5.5.2משפט  ) ( )lim lim
x a x a

f x l f x
+ −→ →

= מ " אמ=

( )lim
x a

f x l
→

=.  
  

  :אזי התנאים הבאים שקולים. aשל ) לא מנוקדת( מוגדרת בסביבה fתהי : 5.5.3משפט 
0לכל  .1 ε< 0 קיים δ< כך שלכל x אם x a δ− ) אז > ) ( )f x f a ε− <  
2. ( ) ( )lim

x a
f x f a

→
= 

)לכל  .3 )nxכך ש -nx a→ מתקיים ( ) ( )nf x f a→ 
  

) אם a- רציפה מימין בf-נאמר ש: הגדרה ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=.  

  
  . גם מימין וגם משמאלa- רציפה בfמ " אמa- רציפה בf: 5.5.4משפט 
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  רציפות בקטע .5.6
  

fAרציפה בקטע  תיקרא fפונקציה : הגדרה D⊂ אם fרציפה ב -a לכל a A∈ .f רציפה תיקרא 
  .fD- רציפה בfאם 

  
a, ויהיו I רציפה בקטע fתהי ): משפט האפסים של ויירשטראס (5.6.1משפט  b I∈ . אם

( ) ( ) 0f a f b⋅ c אזי קיים > I∈ בין a לבין bכך ש -( ) 0f c =.  
aכ "בה: הוכחה b<ו -( ) ( )0f a f b< 0יהיו . נפעל בצורה רקורסיבית. > 0,a a b b= -נסתכל ב. =

0 0

2
a bf +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

0אם .  0 0
2

a bf +⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0כעת נניח שהגדרנו . יימנו ס 1 1 0... ...n na a a b b b≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ נסתכל . ≥

על 
2

n na bf +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0אם . 
2

n na bf +⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0אחרת .  סיימנו
2

n na bf +⎛ ⎞ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

0אם . 
2

n na bf +⎛ ⎞< ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 נגדיר 

1 1,
2

n n
n n n

a ba a b+ +

+
= 0אם . =

2
n na bf +⎛ ⎞ <⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 נגדיר  1,

2
n n

n n n
a ba b b+ +

+
= אם התהליך לא נפסק נעמוד . =

0שכן , בתנאי הלמה של קנטור
2n n n

b ab a −
− = n- כך ש\∋cיהי . → na c b≤ לפי הלמה . `∋n לכל ≥

n,של קנטור  na c b c→ ) fבגלל הרציפות של . → ) ( ) ( ) ( ),n nf a f c f b f c→ )אבל . → ) 0nf a  ולכן >
( ) 0f c ) ואילו ≥ )0 nf b< ולכן ( )0 f c≤ . לכן( ) 0f c = .☺  

  
)אזי . I רציפה בקטע fתהי ): משפט ערך הביניים (6.25.מסקנה  )J f I=הינו קטע .  
c,יש להראות שלכל : הוכחה d J∈ ולכל c y d< x קיים > I∈ך ש כ-( )f x y=.  

c,יהיו  d J∈כ " ונניח בהc d< . אזי קיימים,a b I∈כך ש -( ) ( ),c f a d f b= a-כ נניח ש"בה. = b< .
cיהי  y d< gי ותה. > f y= − .gרציפה ב -I כי היא הפרש של פונקציות רציפות וכן היא מקיימת 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0g a f a y g b f b y= − < = − xלפי משפט האפסים של ויירשטראס קיים . < I∈כך ש -
( ) ( ) 0f x y g x− = )לכן . = )f x y= .☺  

  
:בהינתן : הגדרה ff D → fA- חסומה בf- נאמר ש\ D⊂ אם ( )f Aקבוצה חסומה .  

  
] רציפה בקטע הסגור fתהי ): משפט החסימות (5.6.3משפט  ],a b . אזיfחסומה ב -[ ],a b.  
]-נתבונן ב: הוכחה ],S a b⊂י " המוגדרת ע[ ] [ ]{ }, :  is bounded in ,S x a b f a x= a-ברור ש. ∋ S∈ ולכן 
S ≠ supcלכן קיים . ∅ S= .נטען ש-c b= , ויתר על כןb S∈.  

)אם קיים : למה )lim
x c

f x l
→

  . חסומהf שבה c אזי קיימת סביבה מנוקבת של =

1εיהי : הוכחה 0קיים . = δ< 0 כך שאם x c δ< − ) אז > ) 1f x l− כלומר . >
( )1 1l f x l− < <   ☺. c מנוקבת של δ חסומה בסביבת f כלומר +
  .c חסומה בסביבה כלשהי של f אזי c- רציפה בfאם : מסקנה
c-נניח בשלילה ש. נחזור לטענה b< . 0לפי הלמה יהי δ<כך ש -f חסומה בקטע ( ),c cδ δ− כ "בה. +
a- שδי הקטנת "ניתן להניח ע c c c bδ δ< − < < + cיהיו . > d c e cδ δ− < < < < + .fחסומה ב -

[ ],a d כי d S∈ .fחסומה גם ב -[ ],d e כי [ ] ( ), ,d e c cδ δ⊂ − ]- חסומה בfלכן . + ],a e אבל c e< 
supc-בסתירה לכך ש S= . לכןc b=.  
b-כעת נראה ש S∈ .fרציפה ב -b ולכן לפי המסקנה חסומה בסביבת δנוקבת שמאלית של  מb .

supb S= . יהיs S∈כך ש -b s bδ− < ≤ .f0 חסומה ב[ ],a sוב -[ ],s b לכן fחסומה ב -[ ],a b .☺  
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] רציפה בקטע הסגור fתהי : 5.6.4משפט  ],a b . אזיfמקבלת ב -[ ],a b הן ערך מקסימלי והן ערך 
  .מינימלי
]- חסומה בf החסימות לפי משפט: הוכחה ],a b . יהי[ ]( )sup ,M f a b= . נניח בשלילה שלכל[ ],x a b∈ 

)מתקיים  )f x M< . נתבונן בפונקציה( ) ( )
1g x

M f x
=

−
] בקטע  ],a b .( )g x מוגדרת כי ( )M f x≠ .

]- רציפה בgלפי אריתמטיקה של פונקציות רציפות עם  ],a b .היות ו-[ ]( )sup ,M f a b= 0 אז לכל ε< 

]קיים  ],x a b∈כך ש -( )M f x Mε− < )כלומר . > )0 M f x ε< −  ולכן >
( ) ( )1 1 g x

M f xε
< =

−
 .

]- אינה חסומה מלמעלה בgכלומר  ],a bלכן קיים .  בסתירה למשפט החסימות[ ],x a b∈כך ש -

( )f x M= .י הסתכלות בפונקציה "בצורה דומה מראים שגם המינימום מתממש ע( ) ( )
1h x

f x m
=

−
 .☺  

  
  

  פונקציות מונוטוניות .5.7
  

fA- פונקציה וfיהיו : הגדרה D⊂ .f במונוטונית עולה תיקרא -A אם לכל ,x y A∈ אם x y< אז 
( ) ( )f x f y≤ .f אם באותם התנאים מונוטונית עולה ממש ( ) ( )f x f y< .f מונוטונית  תיקרא

) אם יורדת ) ( )f y f x≤אם מונוטונית יורדת ממש ו ( ) ( )f y f b< .נאמר ש-f אם היא מונוטונית 
  .ל"מקיימת אחד מהתנאים הנ

  
)-ית עולה ב מונוטונfתהי : 5.7.1משפט  ),a b . לכל( )0 ,x a b∈ קיימים ( ) ( )

0 0

lim , lim
x x x x

f x f x
+ −→ →

 ומתקיים 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0 0sup , lim lim inf ,
x x x x

f a x f x f x f x f x b
− +→ →

= ≤ ≤ =.  

)יהי : הוכחה )0 ,x a b∈ ונגדיר ( ){ }0:S f t a t x= < < .S יהי אז . והיא חסומה מלמעלה אינה ריקה
supA S= .נראה ש-( )

0

lim
x x

A f x
−→

0יהי . = ε< .נתבונן ב-A ε− . 0קייםa s x< - כך ש>

( )A f s Aε− < 00יהי . ≥ x sδ< = 00אם . − x t δ< − 0s אז > t x< ) ולכן > ) ( )f s f t≤ . לכן
( ) ( )A f s f t A Aε ε− < ≤ ≤ < ) כלומר + )f t A ε− <.  

  ☺. בצורה דומה מראים את שאר האי שוויונים
  

0באותם התנאים אם : 5.7.2מסקנה  0a x y b< <    אז>
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

lim lim lim lim
x x x x x y x y

f x f x f x f x f y f x
− + − +→ → → →

≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

  
Iיהי : 5.7.3משפט  ⊂ f:- קטע ו\ I )מ " אמI- רציפה בfאזי .  מונוטונית\→ )J f I=קטע .  
  :הוכחה

  .הכיוון הזה הוא בעצם משפט ערך הביניים) ⇐(
0xתהי . את המקרים האחרים מוכיחים בצורה דומה. I- עולה בf-כ נניח ש"בה) ⇒( I∈ נקודה 

)אזי . 0x- לא רציפה בf-נניח ש. פנימית ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
− +→ →

)יהי .. > ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x z f x
− +→ →

< לפי . >

)המשפט הקודם  )( ) ( )
0

0sup , lim
x x

f a x f x
−→

0tאז קיים . = x<כך ש -( ) ( )
0

lim
x x

f t f x
−→

כמו כן . ≥

( ) ( )( )
0

0lim inf ,
x x

f x f x b
+→

0x אז קיים = s<כך ש -( ) ( )
0

lim
x x

f x f s
+→

לכן . ≥

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f t f x z f x f s
− +→ →

≤ < < ≤ .J קטע ולכן z J∈ . אזי קייםy I∈כך ש -( )z f y− . נטען
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y-ש x=אם , אחרת.  וזו תהיה סתירהx y< אז ( ) ( ) ( )
0

lim
x x

f y z f x f y
+→

< < yאם . ≥ x< אז 

( ) ( ) ( )
0

lim lim
x y x x

f y f x f x z
+ −→ →

≤ ≤   . וזו סתירה>

  ☺. אם ישנן, המושאר כתרגיל להראות את נכונות המשפט גם עבור נקודות קצ
  
  

  נקודות אי רציפות .5.8
  

  .f של נקודת אי רציפות a- נאמר שa- אינה רציפה בfאם : הגדרה
a ימים  אם קיאי רציפות מסוג ראשון תיקרא( ) ( )lim , lim

x a x a
f x f x

− +→ →
-במקרה המיוחד ש. 

( ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
− +→ →

  .סליקה היא a- נאמר שהאי רציפות ב=

  .מסוג שניאם אחד מבין הגבולות החד צדדיים אינו קיים אי הרציפות תיקרא 
  

  :דוגמאות

)נסתכל על הפונקציה : אי רציפות סליקה .1 )
2 1 1

1
1 1

x xf x x
x

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

1xנשים לב שאם .   אז ≠

2 1 1
1

x x
x
−

= +
−

  . היא סליקה1- וברור שאי הרציפות ב

)-ל: אי רציפות מסוג ראשון .2 )sgn xשהרי. 0- יש אי רציפות ממין ראשון ב 
( ) ( )

0 0
lim sgn 1, lim sgn 1
x x

x x
− +→ →

= − =. 

 .פונקציית דיריכלה אינה רציפה באף נקודה וכל אי הרציפויות מסוג שני: אי רציפות מסוג שני .3
  

  .י רציפויות מסוג ראשון יכולות להיות רק אf- אזי לI מונוטונית בקטע fנשים לב שאם 
  

  . מונוטונית בקטע הינה בת מניהfקבוצת נקודות האי רציפות של : 5.8.1טענה 
ונשים לב שלכל קבוצה בת מניה אפשר לבנות פונקציה מונוטונית שהיא לא רציפה בדיוק בנקודות : הערה
  .אלה

0xאם : הוכחה I∈ודת אי רציפות של  נקf נבחר ( )0q x )- כך ש_∋ ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x q x f x
− +→ →

< אם . >

0y I∈ נקודת אי רציפות אחרת ונבחר לה ( )0q y 0 באותו אופן אז אם 0x y< אזי 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
0 0lim lim lim lim

x x x x x y x y
f x q x f x f x q y f x

− + − +→ → → →
< < ≤ < )כלומר . > ) ( )q x q y< . לכן מספר

  ☺.  והיא בת מניה_ הן לכל היותר כגודל הקבוצה fנקודות אי הרציפות של 
  
  

  גבולות אינסופיים וגבולות באינסוף .5.9
  

) הינו הגבול של \∋l-נאמר ש: הגדרה )f x כאשר xאם∞- שואף ל   
( )0 00      x x x f x lε ε∀ > ∃ ∀ > − <  

)באופן דומה מגדירים גבול של  )f xב -−∞  
  

): 5.9.1משפט  )lim
x

f x l
→∞

)מ לכל סדרה " אמ= )nxכך ש -n fx D∈ו -nx ) מתקיים ∞→ )nf x l→.  
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) הוא הגבול של ∞-נאמר ש: הגדרה )f x כאשר xשואף ל -aאם   
( )  0    0y x x a y f xδ δ∀ ∈ ∃ > ∀ < − < ⇒ <\  

  
)נסתכל על הפונקציה : דוגמה ) 1f x

x
} שמוגדרת על = }\ 0\ .  

  :במקרה זה ברור שמתקיים

0 0

1 1lim 0 lim 0

1 1lim lim

x x

x x

x x

x x+ −

→∞ →−∞

→ →

= =

= ∞ = −∞
  

  
  

  פונקציות הפוכות .5.10
  

  : אםזוג של פונקציות הפוכות תיקראנה g- וfזוג של פונקציות : רההגד
1. Im gf D=  
2. Im fg D= 
fxלכל  .3 D∈ ( )( )g f x x= ולכל gy D∈ ( )( )f g y y=. 
  

  . זוג של פונקציות הפוכותg- וf- כך שg אם קיימת הפיכה תיקרא fפונקציה : הגדרה
  

  - כך שgאזי קיימת פונקציה . Iממש בקטע ) יורדת( רציפה ועולה fתהי : 5.10.1משפט 
1. ( )gJ D f I= =  
2. g הפוכה של f 
3. g ממש ב) יורדת( עולה-J 
4. gרציפה ב -J 
  
  

  רציפות במידה שווה .5.11
  

   אםA-ב) ש"במ (רציפה במידה שווה תיקרא f: הגדרה
( ) ( )0  0  ,   x y x y f x f aε δ δ ε∀ > ∃ > ∃ − < ⇒ − <  

  
 ולא ε- תלוי רק בδ-לרציפות במידה שווה הוא שכשפונקציה רציפה במידה שווה הההבדל בין רציפות 

 אלא אפשר לדבר על, כמו כן רציפות במידה שווה היא לא תכונה נקודתית. נקודה שבה אנחנו מדברים-ב
  .רציפות במידה שווה רק בקטע

  .ציה רציפה במידה שווה בקטע אז היא בפרט רציפה בוברור גם שאם פונק
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0מ קיים "ש אמ" אינה רציפה שם במA- המוגדרת בfפונקציה : 5.11.1משפט  ε<וסדרות ב -A 
( ) ( ),n nx y 0 אשר מקיימותn nx y− ) אבל → ) ( )n nf x f y ε− ≥.  

  : הוכחה
0אזי קיים . ש" אינה רציפה במf-נניח ש) ⇐( ε< 0 כך שלכל δ< קיימים ,x y A∈כך ש -x y δ− < 

)אבל  ) ( )f x f y ε− 1נבחר סדרה .  כזהεיהי . ≤
n n

δ n, מתאימים nלכל . = nx yאזי .  כמו למעלה

1
n n nx y

n
δ− < 0n ולכן = nx y− )אבל . → ) ( )n nf x f y ε−   . תמיד≤

)⇒ (A חסומה ולכן { } { },n nx yלכן קיימות להן תת סדרות מתכנסות .  חסומות,
k ln nx x y y→  מאחר .→

0n-ש nx y− 0 גם →
k kn nx y− 0לכן לכל . → δ< מתקיים 

k kn nx y δ− לכן .  כלשהוK- החלק מ>

x y δ− ) אבל > ) ( )k kn nf x f y ε− ) כלומר ≤ ) ( )f x f y ε− ≥ .☺  
  

2f: דוגמה x=1נסתכל על . \-ש ב" אינה רציפה במ,n nx n y n
n

= = 0n-ברור ש. + nx y− אבל . →

( ) ( )
2

2
2

1 12 2n nf x f y n n
n n

⎛ ⎞− = − + = − − ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

2ε לכן אם נבחר למשל  - נקבל לפי המשפט הקודם ש=

fש ב" אינה רציפה במ-\.  
  

]- רציפה בfאם : 5.11.2משפט  ],a bש" אזי היא רציפה שם במ.  
]-ש ב"ינה רציפה במ אf-נניח בשלילה ש: הוכחה ],a b . 0אזי קיים ε<ו -( ) ( ),n nx yב -[ ],a bכך ש -

0n nx y− ) אבל → ) ( )n nf x f y ε− ≥ .( )nxסדרה מתכנסת  חסומה ולכן יש לה תת ( )knx 
knx x→ו -

[ ],x a b∈ .( )kny חסומה ולכן יש לה תת סדרה מתכנסת ( )klny .( )klnx תת סדרה של ( )knx  ולכן

klnx x→ . 0אבלn nx y− 0 ולכן →
k kl ln nx y−  ולכן →

klny x→ . בגלל הרציפות שלfנקבל ש -

( ) ( )
klnf x f x→ו -( ) ( )

klnf y f x→ . ולכן( ) ( ) 0
k kl ln nf x f y− -וזה בסתירה לכך ש. →

( ) ( )n nf x f y ε− ≥ .☺  
  

) אזי לכל סדרת קושי A-ש ב" רציפה במfאם : 5.11.3משפט  )nxב -A גם ( )nf xסדרת קושי .  
אם פונקציה מעבירה סדרות קושי לסדרות קושי אין הדבר אומר . המשפט לא נכון בכיוון ההפוך: הערה

)למשל הפונקציה . ש"שהפונקציה רציפה במ ) 2f x x=מעבירה סדרות מתכנסות לסדרות מתכנסות  ,
  .\-ציפה במידה שווה באבל ראינו כבר שהיא לא ר, בגלל אריתמטיקה של גבולות

0כלומר לכל . ש" רציפה במf: הוכחה ε< 0 קיים δ< כך שלכל ,x y שמקיימים x y δ−  מתקיים >
)גם  ) ( )f x f y ε− 0יהי . > ε< ותהי ( )nxסדרת קושי ב -A . יהיδהמתאים ל -ε לפי הרציפות 
N זה קיים δעבור . ש"במ N, כך שלכל `∋ n m< מתקיים n mx x δ− )לכן . > ) ( )n mf x f x ε− < .

)כלומר  )nf xסדרת קושי  .☺  
  

)- מוגדרת ורציפה בfתהי : 5.12.4משפט  ),a b . אזיfש ב" רציפה במ-( ),a bמ " אמf ניתנת 
]-להרחבה רציפה ב ],a b.  

  :הוכחה
אז קיים הגבול ולכן נוכל להרחיב את נראה שקריטריון קושי להתכנסות מתקיים בשני הקצוות ו) ⇐(

0יש להראות שלכל . נוכיח לצד השמאלי ואת הצד הימני מוכיחים בצורה דומה. ההגדרה ε< 0 קיים δ< 
0כך שאם  ,0x a y aδ δ< − < < − ) אז > ) ( )f x f y ε− )ש על " רציפה במf-היות ש. > ),a b בהינתן 

ε יהי δאז אם . ש" המתאים לו לפי הרציפות במ,a x y b< x- ו> y δ− ) אז > ) ( )f x f y ε− אבל . >
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0אם  x a δ< − 0 וגם > y a δ< − x אז > y δ− כלומר קיים הגבול החד .  ולכן מתקיים קריטריון קושי>
  ☺. צדדי השמאלי

  
  

  הפונקציות הטריגונומטריות .5.12
  

  :הגדרה

( ) ( )

( ) ( )

2

0

2 1

0

cos 1
2 !

sin 1
2 1 !

n
n

n

n
n

n

xx
n

xx
n

∞

=

+∞

=

= −

= −
+

∑

∑
  

  
  .טורים האלה מתכנסים בהחלט לפי מבנה המנה ה\∋xנעיר שלכל 

  
  :המסקנות המיידיות מהדרה זו הן אלה

1. cos0 1=  
2. ( )cos cosx x− = 
3. sin0 0= 
4. ( ) ( )sin sinx x− = − 
  

)-בעזרת חישוב מכפלת קושי של הטורים ניתן להגיע לתוצאה ש )cos cos cos sin sinx y x y x y+ = −.  
cos-כמו כן ניתן להוכיח ש xהיא פונקציה רציפה .  

  
 מוגדירים את המספר cos-בעזרת פונקציית ה

2
π . שמקיים 0זהו המספר הראשון אחרי cos 0

2
π
=.  

  
  
  
  
  
 



 58

  הנגזרת .6
  
  

  הגדרת הנגזרת .6.1
  

) אם קיים הגבול a- בגזירה תיקרא I- המוגדרת בfפונקציה : הגדרה ) ( )lim
x a

f x f a
x a→

−
−

במקרה זה . 

)י "נסמן את הגבול ע )'f x.  
  . אז נדרוש קיום הגבול החד צדדי בלבדI נקודת קצה של aאם 

  
)האם קימת הנגזרת של : דוגמה ) 2f x x=1- בa   :נבדוק לפי ההגדרה? =

( ) ( ) 2

1

1 1 1 2
1 1 x

f x f x x
x x →

− −
= = + ⎯⎯⎯→

− −
  

)לכן  )' 1 2f =.  
  

:מ קיימת " אמa- גזירה בf: 6.1.1משפט  Iϕ )- כך שa- רציפה ב\→ )( ) ( ) ( )x x a f x f aϕ − = − 
)ואז  ) ( ) ( )lim '

x a
a x f aϕ ϕ

→
= =.  

  :הוכחה

)אזי קיים הגבול . a- גזירה בf-נניח ש) ⇐( ) ( )lim
x a

f x f a
x a→

−
−

:נגדיר .  Iϕ :  באופן הבא\→

( )
( ) ( )

( )'

f x f a
x a

x x a
f a x a

ϕ
−⎧

≠⎪= −⎨
⎪ =⎩

 .ϕזו רציפה ב -a לפי הגדרת ( )'f a .עבור , כעתx a= נקבל 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 ' 0f a f a f x f x a x a f a a aϕ= − = − = − = − x ועבור = a≠ נקבל 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f a
x x a x a f x f a

x a
ϕ

−
− = ⋅ − = −

−
.  

:נניח שקיימת ) ⇒( Iϕ → x מתקיים לכל ϕלפי הגדרת . a- גזירה בf-נראה ש. ל" כנ\ a≠ש -
( ) ( ) ( )f x f a

x
x a

ϕ
−

=
−

) ולכן קיים הגבול a- רציפה בϕאבל .  ) ( ) ( ) ( )lim lim
x a x a

f x f a
x a

x a
ϕ ϕ

→ →

−
= =

−
 .☺  

  
  :דוגמאות

)הפונקציה . `∋nיהי  .1 ) nf x x= גזירה בכל a∈\ .
( )( )1 2 1 1...n n n n n nx a x a x x a xa a− − − −− = − + + + )נסמן . + ) 1 2 1 1...n n n nx x x a xa aϕ − − − −= + + +  והיא +

) ומתקיים a- גזירה בfן לכ. בוודאי רציפה ) ( ) 1' nf a a naϕ −= =.  
)אזי . `∋nיהי  .2 ) ng x x−= 0 גזירה בכלa ≠. 

( )

( )

( )

1 2 2 1

1 2 2 1

1 1

...

...

n n
n n

n n n

n n n n

n n

n n n n

n n

a xx a
x a ax

a a x ax xa x
a x

a a x ax xx a
a x

− −

− − − −

− − − −

−
− = − = =

+ + + +
= − =

⎛ ⎞+ + + +
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

  



 59

)נסמן  )
1 2 2 1...n n n n

n n

a a x ax xx
a x

ϕ
− − − −+ + + +

= 0a והיא בוודאי רציפה לכל − לכן . ≠

( )
1

1
2'
n

n
n

nag a na
a

−
− −= − = −.  

3. ( )f x x=0- אינה גזירה בx  .קל לבדוק שהנגזרות החד צדדיות אינן שוות. =
  

  .a- רציפה בf אזי a-ב גזירה fאם : 6.1.2משפט 
)- כך שa- רציפה בϕלפי משפט קודם קיימת : הוכחה ) ( ) ( )( )f x f a x x aϕ− = אזי . −

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim 0 0
x a x a x a

f x f a x x a aϕ ϕ
→ → →

− = ⋅ − = ⋅   ☺. a- רציפה בf כלומר .=
  

a גזירה לכל f אם I- בגזירה תיקרא f: הגדרה I∈.  
  
  

  כללי גזירה .6.2
  

f,תהיינה ): ה של נגזרותאריתמטיק (6.2.1משפט  gגזירות ב -a I∈ .אזי  
1. ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'f g a f a g a+ = +  
2. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'fg a f a g a f a g a= + 

)אם  .3 ) 0g a ) אז ≠ ) ( )
( )2

'1 '
g a

a
g g a

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

)אם  .4 ) 0g a ) אז ≠ ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

' '
'

f a g a g a f af a
g g a

−⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

,תהיינה : הוכחה : Iϕ ψ )- כך ש\∋ )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),x x a f x f a x x a g x x aϕ ψ− = − − =  והן רציפות −
  .a-ב
  מושאר כתרגיל קורא .1
 נשים לב שמתקיים .2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

f x g x f a g a

f x f a g a f a g x g a g x g a f x f a

x g a x a x f a x a x x x a x a

x a x g a x f a x x x a

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

− =

= − + − + − − =

= − + − + − − =

= − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x g a x f a x x x aϕ ψ ϕ ψ+ + ) כמובן פונקציה רציפה ולכן − ) ( )f x g xגזירה ב -a 
)ומתקיים  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'fg a a g a a f a a a a a f a g a g a f aϕ ψ ϕ ψ= + + − = +.  

3. ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1x a
g g g x g a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 .( ) 0g a ≠ .gגזירה ב -a ולכן רציפה בה ולכן קיימת סביבה 

) שבה aשל  ) 0g x  :כעת נחשב את הנגזרת. לכן הביטוי לעיל מוגדר. ≠

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )1 1 g a g x g a g a x

x a
g x g a g x g a g x g a g x g a

ψ⎡ ⎤− −
− = = − = − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
.  

( )
( ) ( )

x
g x g a
ψ

 ולכן a- רציפה ב−
( )
1

g x
)- וa- גזירה ב ) ( )

( ) ( )
( )
( )2

'1 '
a g a

a
g g a g a g a

ψ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

 ☺. נובע ישירות מהסעיפים הקודמים .4
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)- גזירה בf- וa- גזירה בgתהיינה ): כלל השרשרת (6.2.2משפט  )b g a= . אזיf gDגזירה ב -a 
)ומתקיים  ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'f g a f g a g a= ⋅D.  
)- כך שa- רציפה בψתהי : הוכחה ) ( ) ( )( )g x g a x x aψ− = -ך ש כb- רציפה בϕ ותהי −

( ) ( ) ( )( )f y f b y y bϕ− = אזי . −
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )f g x f g a f g x f g a g x g x g a g x x x aϕ ϕ ψ⎡ ⎤− = − = − = −⎣ ⎦D D .

)לפי כלל ההרכבה  )( ) ( )g x xϕ ψרציפה ב -a ולכן f gDגזירה ב -a ומתקיים 

( ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'f g a f g a g a= ⋅D .☺  
  
  

  גזרת של פונקציה הפוכהנ .6.3
  

f:תהי : 6.3.1משפט  I → ) ומקיימת a-גזירה ב,  פונקציה הפיכה בקטע\ )' 0f a  הפונקציה gתהי . ≠

)- גזירה בgאז . ההפוכה שלה )b f a= ומתקיים ( ) ( )
1'
'

g b
f a

=.  

: ולכן קיימת a- גזירה בf: הוכחה Iϕ → )- כך שa- רציפה ב\ ) ( ) ( )( )f x f a x x aϕ− = − .
( ) 0aϕ ) ולכן ≠ ) 0xϕ )אם . a בסביבה של ≠ )g y x=ו -( )f x y=ו -( )g b a=ו -( )f a b= אז 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
1f x f a

g y g b x a y b
x g yϕ ϕ
−

− = − = = − ⋅ .
( )( )

1
g yϕ

- וb- רציפה בg כי b- רציפה ב

ϕרציפה ב -a . לכןgגזירה ב -bו -( ) ( ) ( )
1 1'

'
g b

a f aϕ
= = .☺  

  
  :לסיכום נרשום נגזרות של כמה פונקציות

( )
( )
( )

1

2

2

2

' sin' cos

' cos' sin

1' ln arcsin'
1

1 1ln' arccos'
1

1 1 1log ' arctan'
ln 1

n n

x x

x x

a

x nx x x

e e x x

a a a x
x

x x
x x

x x
a x x

−= =

= = −

= =
−

= = −
−

= ⋅ =
+

  

  
  

  משפטי ערך ממוצע .6.4
  

f:: הגדרה I → a- במקומי) מינימום (מקסימום מקבלת \ I∈ 0 אם קיים δ<לכל - כך ש
( ),x a aδ δ∈ − ) מתקיים + ) ( )f x f a≤) ( ) ( )f a f x≤.(  

  
f:אם ): משפט פרמה (6.4.1משפט  I → aבנקודה פנימית ) מינימום( מקבלת מקסימום \ I∈ו -f 

)אזי , גזירה בה )' 0f a =.  
  .a- מקבלת מקסימום בf-נניח ש: הוכחה
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)אם  )0 'f a< 0 אזי קיים δ< כך שבסביבת δ של aים  מתקי( ) ( )
0

f x f a
x a
−

>
−

 אזי אם. 

a x aδ− < 0x אז > a− )- ו> ) ( )f x f a< . אםa x a δ< < 0 אז + x a< )- ו− ) ( )f a f x< . וזו
)-קרה שבצורה דומה שוללים את המ. סתירה )' 0f a < .☺  

  
]- רציפה בfהמסקנה מהמשפט זה היא שאם  ],a b אזי המועמדים לנקודות קיצון של fב -[ ],a bהם :  

   מתאפסתf' שבהן fנקודות קריטיות של  .1
  אינה מוגדרתf'-נקודות סינגולריות היכן ש .2
] הקצוות של –נקודות שפה  .3 ],a b. 
  

]- רציפה בfתהי ): משפט רול (6.4.2משפט  ],a bוגזירה ב -( ),a b . אם( ) ( )f a f b= אזי קיים 
a c b< ) - כך ש> )' 0f c =.  
]- רציפה בf: הוכחה ],a bאם שניהם בקצוות אז . ולכן מממשת הן מקסימום והם מינימום מוחלטים 
)-בגלל ש ) ( )f a f b= אז f קבועה ולכן נגזרתה מתאפסת ולכל a c b< < ( )' 0f c אחרת אחת . =

  ☺. מנקודות הקיצון הינה פנימית ולפי משפט פרמה הנגזרת מתאפסת
  

]- רציפה בfתהי ): 'פט לגרנזמש (6.4.3משפט  ],a bוגזירה ב -( ),a b . אזי קייםa c b< - כך ש>

( ) ( ) ( )
'

f b f a
f c

b a
−

=
−

.  

)נסתכל על הפונקציה : הוכחה ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f b f a

x f x f a x a
b a

ϕ
−⎡ ⎤

= − + −⎢ ⎥−⎣ ⎦
 זו עומדת נטען שפונקציה. 

]-לפי אריתמטיקה של פונקציות רציפות היא רציפה ב: בתנאי משפט רול ],a b ולפי אריתמטיקה של 
)-נגזרות היא גזירה ב ),a b .כמו כן קל לראות ש-( ) ( ) 0a bϕ ϕ= aלכן קיים . = c b< - כך ש>

( )' 0cϕ )אבל . = ) ( ) ( ) ( )
' '

f b f a
c f c

b a
ϕ

−
= −

−
)ולכן .  ) ( ) ( )

'
f b f a

f c
b a
−

=
−

 .☺  

  
f,תהיינה ): משפט קושי (6.4.4משפט  gרציפות ב -[ ],a bוגזירות ב -( ),a b וכן ' 0g )- ב≠ ),a bו -

( ) ( )g a g b≠ . אזי קייםa c b< )- כך ש> ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'
'

f b f a f c
g b g a g c

−
=

−
.  

)תהי : הוכחה ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )f b f a

x f x f a g x g a
g b g a

ϕ
⎡ ⎤−

= − + −⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

פונקציה זו עומדת בתנאי משפט . 

aלכן קיים . 'לגרנז c b< )- כך ש> ) ( ) ( )
'

b a
c

b a
ϕ ϕ

ϕ
−

=
−

)אבל .  ) ( )
0

b a
b a

ϕ ϕ−
=

−
 ומצד שני 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )' ' '

f b f a
c f c g c

g b g a
ϕ

−
= −

−
)לכן .  ) ( )

( ) ( )
( )
( )
'
'

f b f a f c
g b g a g c

−
=

−
 .☺  

  
  .I-ונת ערך הביניים ב תכf'-אזי ל. I גזירה בקטע fתהי : 6.4.5משפט 
למשל . המשפט הזה מאוד חשוב כי הוא בעצם אומר שלא כל פונקציה יכולה להיות נגזרת: משמעות

  .פונקציית הסימן לא יכולה להיות נגזרת של פונקציה אחרת כי היא לא מקיימת את תכונת ערך הביניים
a,-נניח קודם ש: הוכחה b I∈ ,a b<ו -( )' 0f a )- ו> )0 'f b< . נסתכל על[ ],a b ונראה שקיים 

a c b< )- כך ש> )' 0f c = .( )' 0f a a כך שאם aבה ימנית של  ולכן קיימת סבי> x a h< ≤  מתקיים +
( ) ( )

0
f x f a

x a
−

<
−

 .( )0 'f b< ולכן קיימת סביבה שמאלית של b כך שאם b h x b− ≤  אז ≥
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( ) ( )
0

f x f b
x b
−

<
−

נגדיר פונקציה ). פשוט ניקח את המינימלי שמקיים זאת,  משותףhברור גם שקיים  (

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )f a h t f a t f a h t f a t
t

a h t a t h
ϕ

+ + − + + + − +
= =

+ + − +
]פונקצית זו מוגדרת בקטע .  ],a t a h t+ + + 

)כלומר כל עוד  )0 t b a h≤ ≤ −  כעת. קה של פונקציות רציפותכמו כן היא רציפה שם לפי אריתמטי. −

)-נשים לב ש ) ( ) ( )
0 0

f a h f a
h

ϕ
+ −

= )- ו> ) ( ) ( )
0

f b f b h
b a h

h
ϕ

− −
− − = כעת לפי משפט ערך . <

0הביניים קיים  s b a h< < − )- כך ש− ) 0sϕ ] בקטע fעכשיו לפי משפט רול עבור . = ],a s a h s+ + + 
aקיים  a s c a h s b< + < < + + )- כך ש> )' 0f c =.  

)את המקרה הכללי נקבל תוך התבוננות בפונקציה  ) ( )g x f x xγ= − .☺  
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  דרותגה –א נספח 
  
  
: חיבור :מקומיות- דו קבוצה ועליה מוגדרות שתי פעולותX תהי :גדרהה X X X+ ×  וכפל →

: X X X⋅ × → 
  :אקסיומות השדהאשר נקראות , כונות הבאות מקיימות את התםא
  :אקסיומות החיבור .4

,לכל : אסוציאטיביות .4.1 ,a b c X∈ מתקיים ( ) ( )a b c a b c+ + = + + 
a,לכל : קומוטטיביות .4.2 b X∈ מתקיים a b b a+ = + 
aלכל : קיום אפס .4.3 X∈ 0 מתקיים 0a a a+ = = + 
aלכל : קיום נגדי .4.4 X∈ מתקיים ( ) ( )0a a a a+ − = = − + 

 :אקסיומות הכפל .5
,לכל : אסוציאטיביות .5.1 ,a b c X∈ מתקיים ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 
a,לכל : קומוטטיביות .5.2 b X∈ מתקיים a b b a⋅ = ⋅ 
aלכל : קיום יחידה .5.3 X∈ 1 מתקיים 1a a a⋅ = = ⋅ 
0לכל : קיום הופכי .5.4 a X≠ 1 מתקיים ∋ 11a a a a− −⋅ = = ⋅ 

,לכל : 17דיסטריביוטיביות .6 ,a b c X∈ מתקיים ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅18 
  .שדהנקראת  Xהקבוצה אז 

  
  : הןאקסיומות הסדר :הגדרה

a,לכל : טריכוטומיה .5 b∈\מתקיימת אחת ורק אחד מן האפשרויות הבאות  :, ,a b a b b a< = <  
,לכל : טרנזיטיביות .6 ,a b c∈\ אם a b< וגם b c< אז a c< 
,לכל  .7 ,a b c∈\ אם a b< אז a c b c+ < + 
,לכל  .8 ,a b c∈\ 0 אם c<ו -a b< אז ac bc< 
  

0 אם חיובי ייקרא \∋aמספר : הגדרה a< .את קבוצת המספרים הממשיים החיוביים\+-נסמן ב  .
+-ברור ש ⊂\ \.  

  
a,יהיו : הגדרה b∈\ .נאמר ש-a b≤ אם a b< או a b=.  

  
Sקבוצה : הגדרה ⊂   : את התכונות הבאותמקיימת אם היא  תיקרא אינדוקטיבית\

3. 1 S∈  
4. 1x S x S+ ∈ ⇐ ∈ 
  

: הגדרה
 is inductive

S
S

S
⊂

=
\

`   המספרים הטבעיים ונקרא לקבוצה ∩

  

1 נגדיר `∋nלכל . \∋xיהי : הגדרה

1
1

n

n n

x x n
x x x n+

⎧ = =
⎨

= ⋅ <⎩
  

  
Sתהי : הגדרה ⊂ mאיבר . \ S⊂ של מינימום ייקרא S אם לכל s S∈ מתקיים m s≤.  

  
                                                 

 החוק שמקשר בין פעולת החיבור לפעולת הכפל 17
אבל אלה , במספרים הממשיים אנחנו יודעים מהו סדר פעולות החשבון. יש פה נקודה מעניינת שיש לשים לב אליה, אגב 18

אקסיומות של השדה באופן כללי ולמעשה לביטוי הזה אין כל משמעות עד שאנחנו לא אומרים באיזה סדר יש לבצע את 
  .בכל שדה אנחנו אומרים שמבצעים קודם את פעולת הכפל ולאחר מכן את החיבור, ובכן. הפעולות
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L,יהיו : אקסיומת השלמות :הגדרה U ⊂ L לא ריקות אשר מקיימות \ U≤19 . אזי קייםc∈\כך ש -
l c u≤ u, לכל ≥ U l L∈ ∈.  

  
Sקבוצה : הגדרה ⊂ μים אם קי) מלמטה (חסומה מלמעלה תיקרא \ x אשר מקיים \∋ μ≤) xμ ≤ (

xלכל  S∈ . במקרה זהμ של ) מלמטה (חסם מלמעלה ייקראS.  
  

μ: הגדרה Sשל ) תחתון (חסם עליון ייקרא \∋ ⊂   : אם מתקיימים התנאים הבאים\
xלכל  .3 S∈ מתקיים x μ≤) xμ ≤(  
ξלכל  .4 x שמקיים \∋ ξ≤) xξ xלכל ) ≥ S∈ מתקיים μ ξ≤) ξ μ≤( 

  ).מקסימלי(מינימלי ) מלמטה(הוא חסם מלמעלה ) תחתון(חסם עליון , במילים אחרות
sups חסם עליון מסמנים sאם  S= ואם i חסם תחתון מסמנים infi S=.  

  

:נגדיר פונקציה : הגדרה →\ 0 נגדיר \∋xלכל :  באופן הבא\
0

x x
x

x x
≤⎧

= ⎨− <⎩
 הוא x-נאמר ש. 

  .x של הערך המוחלט
  

I: הגדרה ⊂ a,לכל :  אם מתקיים התנאי הבארווח תיקרא \ b I∈ אם a c b< c אזי > I∈.  
  

krיהי : הגדרה
n

= k, כאשר _∋ n∈ ∈] )נגדיר . ` )1 kr n k na a a= =.  

  
)נגדיר : הגדרה )expai x s= =  

  

1aאם : הגדרה xa אז = a= . 0אם 1a< 11 אז >
a

1 ונגדיר > 1
1

x
x

xa
a

a

−
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  
f: היא פונקציה \- בסדרה: הגדרה →` ) מסמנים `∋nלכל . \ ) nf n f= . את כל הסדרה כולה

), למשל. מסמנים בכל מיני דרכים ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1, , ,... n n nn nf f f f f f∞

∈ =
= = =`  

  
)תהי : הגדרה )naנאמר ש. \- סדרה ב-( )naמתכנסת ל -l∈\ 0 אם לכל ε< קיים N  כך שלכל `∋
N n< מתקיים na l ε− limבמקרה זה מסמנים . > nn

a l
→∞

n או = na l→∞⎯⎯⎯→כשברורה הכוונה  או 

na l→.  
  :בשפה מתמטית נרשום את ההגדרה באופן הבא

( )lim 0   n nn
a l N n N a lε ε

→∞
= ⇔ ∀ > ∃ ∈ ∀ > − <`  

  
)סדרה : הגדרה )na אם קיים מתכנסת תיקרא l∈\כך ש -lim nn

l a
→∞

)-אחרת נאמר ש. = )na מתבדרת.  
  

)תהי : ההגדר )P n טענה לגבי המספר n∈`.  
)-נאמר ש - )P n אם היא נכונה לכל תמיד נכונה n∈`  
)-נאמר ש - )P n אם קיים תמיד כמעט נכונה N )- כך ש`∋ )P n נכונה כל N n< 

                                                 
 .U קטנים או שווים לאיברים של Lכלומר כל האיברים של  19



 65

)-נאמר ש - )P n אם היא נכונה לאינסוף שכיח באופן נכונה n∈` , כלומר לכלN  קיים `∋
N n<כך ש -( )P nנכונה . 

  
)סדרה : הגדרה )na אם חסומה תיקרא { }naכלומר אם קיימים .  חסומה,m M  `∋n כך שלכל \∋

nmמתקיים  a M≤ ≤.  
  

  :הגדרה
  20 את קבוצת הסדרות המתכנסותC-נסמן ב -
 21 את קבוצת הסדרות החסומותB-נסמן ב -
  22 את קבוצת הסדרות השואפות לאפסN-נסמן ב -
  

)תהי : הגדרה )naסדרה .  

) סדרת הממוצעיםנגדיר את  - )nbי " ע
1

1 n

n i
i

b a
n =

= ∑  

) סדרת הממוצעים ההרמונייםנגדיר את  - )ncי " ע

1

1n n

i i

nc

a=

=

∑
  

) צעים הגאומטרייםסדרת הממונגדיר את  - )ndי " ע
1

n
nn i

i

d a
=

= ∏. 

  

 פונקציית הסימןנגדיר את . \∋xיהי : הגדרה
0 0

sgn
0

x
x x

x
x

=⎧
⎪= ⎨

≠⎪⎩

  

  
)נאמר שסדרה : הגדרה )na 1 אם עולהn na a 1n אם עולה ממש תמיד ו≥+ na a באופן דומה .  תמיד>+

1n אם יורדתנאמר שהסדרה  na a+ 1n אם יורדת ממש תמיד ו≥ na a+   . תמיד>
  .קבוצת הסדרות המונוטוניות את M-נסמן ב. מונוטוניתבכל מקרה נאמר שהסדרה 

  
)תהי : הגדרה )nx סדרה ותהי ( )kn 1 סדרה עולה ממש של מספרים טבעיים 2 ... ...kn n n< < < אזי . >

)הסדרה  )kyי " המוגדרת ע
kk ny x= לכל k ) של תת סדרה או סדרה חלקית תיקרא `∋ )nx . במקרה

)זה נסמן  ) ( )
kn nx x�23.  

  
)תהי : הגדרה )nxנגדיר את ה.  סדרה-m-שלה כךזנב  :( ) ( ) ( )1 21

, ,...m
n m mn m

x x x x∞
+ += +

= =.  
  

)תהי : הגדרה )nxאיבר .  סדרהnx אם פסגה ייקרא m nx x≤ לכל n m≤.  
  

) של הסדרה גבול חלקי ייקא \∋pהמספר : הגדרה )nx אם קיימת לה תת סדרה ( )knxכך ש -

knx p→.  
  

                                                 
20 onvergeC 
21 oundedB  
22 ullN 
 זה לא סימון פורמלי ואף אחד חוץ מהקבוצה של צביק לא מכיר אותו 23
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)תהי : הגדרה )nx ∈B ותהי Sנאמר ש.  קבוצת הגבולות החלקיים שלה-infl S= הגבול התחתון הוא 
)של  )nxו -supu S= של הגבול העליון הוא ( )nx . במקרה זה נסמןliminf , limsupn nx l x u= =.  

  
)סדרה : הגדרה )nx 0לכל :  אם היא מקיימת את התנאי הבאסדרת קושי תיקרא ε< קיים N  כך `∋
N,שלכל  m n< מתקיים n mx x ε−   :או בכמתים. >

( )0    ,   , n mN m n N m n x xε ε∀ > ∃ ∈ ∀ < ⇒ − <`  
  

)נאמר שהסדרה : הגדרה )nx אם לכל שואפת לאינסוף M N קיים \∋ N כך שאם `∋ n< אז 

nM x< . במקרה זה נסמןnx → +∞.  
)בצורה דומה נאמר שהסדרה  )nx אם לכל שואפת למינוס אינסוף M N קיים \∋  כך שאם `∋

N n<אז nx M< . במקרה זה נסמןnx → −∞.  
  

)תהי סדרה : הגדרה )nx . אם . מתכנסת במובן הצראם הסדרה מתכנסת לגבול סופי נאמר שהיא

nx → nx אן ∞+ →   .מתכנסת במובן הרחב נאמר שהיא ∞−
  

Sאם : הגדרה ⊂ sup-נאמר ש) למטה( אינה חסומה מלמעלה \ S = +∞) inf S = −∞.(  
  

)אם : הגדרה )nx אז ) למטה( אינה חסומה מלמעלהlimsup nx = +∞) liminf nx = −∞.(  
  

)תהי : הגדרה )na שלה סדרת הסכומים החלקיים נגדיר את ( )nsבאופן הבא  :
1

n

n i
i

s a
=

= ∑.  

  

)תהי : הגדרה )naסדרה ו -( )nsשלה סדרת הסכומים החלקיים  .
1

n
n

a
∞

=
- לסדרה והטור המתאים נקרא ∑

na האיבר ה הוא-n-אם .  של הטורי( )nsמתכנסת ל -sנאמר ש -( )na ונרשום סכימה 
1

n
n

a s
∞

=

אם . ∑=

( )ns מתבדרת נאמר שהטור 
1

n
n

a
∞

=
  .מתבדר ∑

  

יהי : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
-נאמר ש.  טור∑

1
n

n
a

∞

=
חלט אם הטור  מתכנס בה∑

1
n

n
a

∞

=
  . מתכנס∑

  

נאמר שהטור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
0- ש`∋n הוא טור חיובי אם מתקיים לכל ∑ na<.  

  

יהי טור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
הטור . ∑

1
n

n m

a
∞

= +
נסמן את .  שלוזנב-m- ייקרא ה∑

1
n

n m

a
∞

= +
  .mrי " ע∑

  

יהי טור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
)ותהי . ∑ )kn0- סדרה מונוטונית עולה ממש של טבעיים ו 1n נגדיר . =

1 1

k

k

n

k i
i n

b a
−= +

= -נאמר ש. ∑
1

n
n

b
∞

=
בל מהטור  התק∑

1
n

n
a

∞

=
  .הכנסת סוגרייםי " ע∑

  
)נאמר שהסדרה : הגדרה )nbבסדרה שינוי סדרי " מתקבלת ע ( )na אם קיימת :p →` ע ועל כך " חח`

)-ש )n p nb a=.  
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הטור : הגדרה
1

n
n

a
∞

=
  . מתכנס בתנאי אם הוא מתכנס אבל לא מתכנס בהחלט∑

 

1limנסמן : הגדרה 1
n

n
e

n→∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  
  

A,בהינתן שתי קבוצות של עצמים : הגדרה B פונקציה fמ -Aל -B היא התאמה שמתאימה לכל איבר 
a A∈אחד ויחיד  איבר b B∈ . נסמן:f A B→ו -( )f a b= . כאשר,A B ⊂ פונקציה  נאמר שזו \

  .f של טווח נקראת הB ואילו הקבוצה f של תחום נקראת הAהקבוצה . ממשית
  

f: של פונקציה ממשית גרף: הגדרה A B→ הוא הקבוצה ( ) ( ){ } 2, : , ,fG x y x A y B f x y= ∈ ∈ = ⊂ \.  
  

f:נאמר שפונקציה : הגדרה A B→ אם לכל ) ע"חח (ערכית-חד-חד היא,a b A∈ אם ( ) ( )f a f b= אז 
a b= . עלנאמר שהפונקציה B אם לכל b B∈ קיים a A∈כך ש -( )f a b=.  

  
Uקבוצה : הגדרה ⊂ a- כך שI אם קיים קטע פתוח \∋a של סביבה תיקרא \ I U∈ ⊂.  

  
f:תהי : הגדרה A∈\ מוגדרת בסביבה של a∈\ .נאמר ש-f ברציפה -aאם מתקיים התנאי הבא :  

( ) ( )0  0  x a f x f aε δ δ ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <  
  

 סביבה מנוקבת עצמה תיקרא a אך לא מכילה את aקבוצה אשר מכילה קטע פתוח שמכיל את : הגדרה
  .aשל 

  
 f של גבול ייקרא \∋a .l מוגדרת בסביבה מנוקבת של fתהי ): הגדרת הגבול לפי קושי (הגדרה

  : אם מתקיים התנאי הבאa-ב
( )0  0    0x x a f x lε δ δ ε∀ > ∃ > ∀ < − < ⇒ − <  

)במקרה זה מסמנים  )lim
x a

f x
→

.  
  

 f של גבול ייקרא \∋a .l מוגדרת בסביבה מנוקבת של fתהי ): הגדרת הגבול לפי היינה (הגדרה
  :מ לכל סדרה שמקיימת התנאים" אמa-ב
4. n fx D∈  
5. nx a≠ 
6. nx a→ 

)מתקיים  )nf x l→ . במקרה זה מסמנים( )lim
x a

f x l
→

=.  
  

) היא קטע מהצורה a של סביבה ימנית מנוקבת. \∋aתהי : הגדרה ),a a δ+ . סביבה שמאלית
) היא קטע מהצורה a של מנוקבת ),a aδ− 0 עבור δ<כלשהו .  

  
  : אם מתקיים התנאי הבא מימיןa- שואף לa כאשר fהגבול מימין של  הוא \∋l: הגדרה

( )0  0  0 x a f x lε δ δ ε∀ > ∃ > < − < ⇒ − <  
)במקרה זה מסמנים  )lim

x a
f x

+→
.  

l∈\ של  הגבול משמאל הואf כאשר aשואף ל -aאם מתקיים התנאי הבא משמאל :  
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( )0  0  0 a x f x lε δ δ ε∀ > ∃ > < − < ⇒ − <  
)במקרה זה מסמנים  )lim

x a
f x

−→
.  

  
) אם a- רציפה מימין בf-נאמר ש: הגדרה ) ( )lim

x a
f x f a

+→
=.  

  
fAרציפה בקטע  תיקרא fפונקציה : הגדרה D⊂ אם fרציפה ב -a לכל a A∈ .f רציפה תיקרא 

  .fD- רציפה בf אם
  

fA- פונקציה וf יהיו: הגדרה D⊂ .f במונוטונית עולה תיקרא -A אם לכל ,x y A∈ אם x y< אז 
( ) ( )f x f y≤ .f אם באותם התנאים מונוטונית עולה ממש ( ) ( )f x f y< .f מונוטונית  תיקרא

) אם יורדת ) ( )f y f x≤אם מונוטונית יורדת ממש ו ( ) ( )f y f b< .נאמר ש-f אם היא ניתמונוטו 
  .ל"מקיימת אחד מהתנאים הנ

  
  .f של נקודת אי רציפות a- נאמר שa- אינה רציפה בfאם : הגדרה

a אם קיימים אי רציפות מסוג ראשון תיקרא ( ) ( )lim , lim
x a x a

f x f x
− +→ →

-במקרה המיוחד ש. 

( ) ( )lim lim
x a x a

f x f x
− +→ →

  .סליקה היא a- נאמר שהאי רציפות ב=

  .מסוג שנינו קיים אי הרציפות תיקרא אם אחד מבין הגבולות החד צדדיים אי
  

) הינו הגבול של \∋l-נאמר ש: הגדרה )f x כאשר xאם∞- שואף ל   
( )0 00      x x x f x lε ε∀ > ∃ ∀ > − <  

)גבול של באופן דומה מגדירים  )f xב -−∞  
  

) הוא הגבול של ∞-נאמר ש: הגדרה )f x כאשר xשואף ל -aאם   
( )  0    0y x x a y f xδ δ∀ ∈ ∃ > ∀ < − < ⇒ <\  

  : אםזוג של פונקציות הפוכות תיקראנה g- וfזוג של פונקציות : הגדרה
4. Im gf D=  
5. Im fg D= 
fxלכל  .6 D∈ ( )( )g f x x= ולכל gy D∈ ( )( )f g y y=. 
  

  . זוג של פונקציות הפוכותg- וf- כך שg אם קיימת הפיכה תיקרא fפונקציה : הגדרה
  

   אםA-ב) ש"במ (הרציפה במידה שוו תיקרא f: הגדרה
( ) ( )0  0  ,   x y x y f x f aε δ δ ε∀ > ∃ > ∃ − < ⇒ − <  

  
  :הגדרה

( ) ( )

( ) ( )

2

0

2 1

0

cos 1
2 !

sin 1
2 1 !

n
n

n

n
n

n

xx
n

xx
n

∞

=

+∞

=

= −

= −
+

∑

∑
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) אם קיים הגבול a- בגזירה תיקרא I- המוגדרת בfפונקציה : הגדרה ) ( )lim
x a

f x f a
x a→

−
−

במקרה זה . 

)י "נסמן את הגבול ע )'f x.  
  . אז נדרוש קיום הגבול החד צדדי בלבדI נקודת קצה של aאם 

  
a גזירה לכל f אם I- בגזירה תיקרא f: הגדרה I∈.  

  
f:: הגדרה I → a- במקומי) מינימום (מקסימום מקבלת \ I∈ 0 אם קיים δ<לכל - כך ש

( ),x a aδ δ∈ − ) מתקיים + ) ( )f x f a≤) ( ) ( )f a f x≤.(  
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  למותוטענות , שפטיםמ –' בנספח 
  
  

,יהיו : 1.1.1משפט  ,a b c∈\  . 0אםa ax- אחד ויחיד כך ש\∋xז קיים  א≠ b c+ =.  
  

  :מסקנות
  האפס הוא יחיד .1
 הנגדי הוא יחיד .2
 היחידה היא יחידה .3
 ההופכי הוא יחיד .4
0 מתקיים \∋xלכל  .5 0x⋅ =  
a,אם  .6 b∈\0- וab 0a אזי = 0b או = = 
) מתקיים \∋aלכל  .7 )1 a a− = − 
a,לכל  .8 b∈\ מתקיים ( ) ( ) ( )ab a b a b− = − = ) וכן − )( )a b ab− − = 
  

,יהיו : 1.1.2למה  , ,a b c d aאם . \∋ b< וגם c d<י  אזa c b d+ < +  
  

a∈\ 0aלכל : 1.1.3למה  0מ " אמ> a< −.  
  

  :1.1.4משפט 
1. 0 1<  
a,אם  .2 b a אז \∋+ b ++ ∈\ 
a,אם  .3 b a אז \∋+ b +⋅ ∈\ 
  

2 מתקיים \∋aלכל : 1.1.5למה  0a 20יתר על כן . ≤ 0a a= ⇔ =.  
  

2בממשיים אין פיתרון למשוואה : 1.1.6מסקנה  1 0x + =.  
  

  .חיתוך של קבוצות אינדוקטיביות הינו קבוצה אינדוקטיבית: 1.2.1למה 
  

Sאם : 21.2.משפט  ⊂ S אינדוקטיבית אזי ` = `24  
  

) נתונה טענה `∋nעבור כל ): האינדוקציה עקרון (1.2.3משפט  )P n .אם מתקיימים התנאים הבאים:  
1. ( )1Pנכונה   
)אם  .2 )P n נכונה אז גם ( )1P n   נכונה+

)אז  )P n נכונה לכל n∈`.  
  

  :1.2.4משפט 
1 מתקיים `∋nלכל  .1 n≤  
m,לכל  .2 n∈` מתקיים m n+ ∈` 
m,לכל  .3 n∈` מתקיים m n⋅ ∈` 
1לכל  .4 n< 1m- כך ש`∋m קיים `∋ n+ = 
m,לכל  .5 n∈` אם n m< אזי m n− ∈` 
1n- כך ש`∋m לא ייתכן שקיים `∋nלכל  .6 m n< < + 

                                                 
 . היא בעצם הקבוצה האינדוקטיבית הקטנה ביותר`-זה הניסוח הפורמלי של הטענה ש 24
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m, ולכל \∋xלכל : 1.2.5למה  n∈` מתקיים m n m nx x x +⋅ =  
  

  .אם המינימום קיים אז הוא יחיד: 1.2.6למה 
  

∅Sתהי ): `-עיקרון הסדר הטוב ב (1.2.7משפט  ≠ ⊂   .מינימלי קיים איבר S-אזי ל. `
  

a,לכל ): הבינום של ניוטון (1.2.8משפט  8.1.2משפט  b∈\ ולכל n∈` מתקיים 

( )
0

n
n k n k

k

n
a b a b

k
−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 כאשר ∑

( )
!

! !
n n
k k n k
⎛ ⎞

=⎜ ⎟ −⎝ ⎠
.  

1 ולכל `∋nלכל ). אי שוויון ברנולי ( x− ) מתקיים > )1 1 nnx x+ ≤ +  
  

0לכל : 1.2.9מסקנה  x< ולכל n∈` מתקיים ( ) ( ) 21
1

2
n n n

x x
−

+ ≥  

  
2- כך ש_∋qלא קיים : 1.3.1משפט  2q =.  

  
  ):)התחתון(תכונת החסם העליון  (1.3.2ט משפ
∅Sתהי  ≠ ⊂   ).תחתון( יש חסם עליון S-אזי ל). מלמטה( חסומה מלמעלה \

  
  הוא יחיד) התחתון(החסם העליון : 1.3.3משפט 

  
∅Xתהי : 41.3.משפט  ≠ ⊂   :אזי הטענות הבאות שקולות). למטה( וחסומה מלמעלה \

1. sups X=) infi S=(  
xלכל . א .2 X∈ מתקיים x s≤) i x≤( 

lאם . ב s<) i l< ( אזי קייםx X∈כך ש -l x s< ≤) i x l≤ <(  
xלכל . א .3 X∈ מתקיים x s≤) i x≤( 

0לכל . ב ε< x קיים \∋ X∈ אשר מקיים s x ε− <) x i ε− <(  
  

L,יהיו : 1.3.5למה  U ⊂ L- לא ריקות כך ש\ U≤ . אזיsup infL U≤  
  

L,יהיו ): הלמה היסודית (1.3.6משפט  U ⊂ L- לא ריקות כך ש\ U≤ .אזי התנאים הבאים שקולים:  
l- יחיד כך ש\∋cקיים מספר  .1 c u≤ u, לכל ≥ U l L∈ ∈.  
2. sup infL U= 
0לכל  .3 ε< קיימים l L∈ו -u U∈כך ש -u l ε− < 
  

A,אם  :1.3.7משפט  Bקבוצות לא ריקות וחסומות אזי :  
1. ( ) { }inf min inf ,infA B A B∪ =  
Aאם  .2 B∩ ) אז ∅≠ ) { }sup min sup ,supA B A B∩ ≤ 
3. ( ) ( )inf inf inf ,sup sup supA B A B A B A B+ = + + = + 
4. ( )inf inf supA B A B− = − 
A,אם  .5 B חיוביות אז ( )sup sup supA B A B⋅ = ⋅ 
  

a, ולכל `∋nלכל : 1.4.1למה  b∈\מתקיים   
1. 0n na b a b< ⇔ ≤ < 

2. ( )n n nab a b=ו -
n n

n

a a
b b

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  



 72

0יהי : 1.4.2משפט  y< . אזי לכלn∈` 0 קיים x< nx- יחיד כך ש\∋ y=.  
  

x,אם : 1.4.3מסקנה  y m- כך ש`∋m- ו\∋+ mx y= אזי x y=.  
  

`⊃): \- ב`ארכימדיות של  (1.5.1משפט    . אינה חסומה מלמעלה\
  

0לכל : 1.5.2מסקנה  ε< קיים n∈`10- כך ש
n

ε< <  

  
0בהינתן : 1.5.3משפט  x< y- כך ש`∋n קיים \∋y לכל \∋ xn<.  

  
x,לכל ): \- ב_צפיפות של  (1.5.4משפט  y∈\ אם x y<ם  קייq∈_כך ש -x q y< <.  

  
0לכל : 1.6.1משפט  r< r מתקיים \∋ x r x r− ≤ ≤ ⇔ ≤  

  
0לכל : 1.6.2מסקנה  r< a מתקיים \∋a ולכל \∋ r x a r x a r− ≤ ≤ + ⇔ − ≤  

  
x,לכל ): אי שוויון המשולש (1.6.3משפט  y∈\ מתקיים x y x y+ ≤ +  

  
x,לכל : 1.6.4מסקנה  y∈\ מתקיים y x y x− ≤ −  

  
I: 1.7.1משפט  ⊂   . קטעIמ " רווח אמ\

  
  .ההגדרה של חזקה רציונלית מוגדרת היטב: 1.8.2.1טענה 

  
a,אם : 1.8.2.2משפט  b r,- ו\∋+ s∈_ אז   

( )

( )

r s r s

r r r

sr r s

a a a

a b a b

a a

+

⋅

⋅ =

⋅ = ⋅

=

  

  
i, תחת הסימונים קודם: 1.8.3.1טענה  s=.  

  
)אזי . _∋xיהי : 1.8.3.2משפט  )expq

aa q=.  
  

xיהיו : 1.8.3.3משפט  y< . 1אם a< אז x ya a< 0 ואם 1a< yז  א> xa a<.  
  

a,אם : 1.8.3.4משפט  b x,- ו\∋+ y∈\ אז   

( )

( )

x y x y

x x x

yx x y

a a a

a b a b

a a

+

⋅

⋅ =

⋅ = ⋅

=

  

  
)יהיו : 2.2.1למה  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ' , , ' , , 'P n P n Q n Q n R n R nטענות כך ש -( ) ( ), 'P n P nנכונות תמיד  ,

( ) ( ), 'Q n Q nנכונות כמעט תמיד ו -( ) ( ), 'R n R nאזי.  נכונות באופן שכיח:  
1. ( ) ( )'P n P n∧נכונה תמיד  
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2. ( ) ( )'Q n Q n∧נכונה כמעט תמיד  
3. ( ) ( )P n Q n∧נכונה כמעט תמיד  
4. ( ) ( )P n R n∧נכונה באופן שכיח  
5. ( ) ( )Q n R n∧נכונה באופן שכיח   
  

xיהי : 2.2.2למה  0  כך שלכל\∋+ ε< מתקיים x ε< . 0אזיx =.  
  

)תהי ): הגבוליחידות  (2.2.3משפט  )naכך ש -na l→ וגם 'na l→ . אזי'l l=.  
  

⋅: 2.3.2משפט  ⊂N B N  
  

0nxאם ): סזרו משפט (2.3.3משפט  1 אז → ...
0nx x

n
+ +

→  

  
)תהי : 2.3.4משפט  )naכך ש -na a→ .אזי  

  a-סדרת הממוצעים מתכנסת ל .1
0naאם  .2 0a- ו≠  a- אזי סדרת הממוצעים ההרמוניים מתכנסת ל≠
0אם  .3 na<אזי סדרת הממוצעים הגאומטריים מתכנסת ל -a. 
  

)תהי : 2.3.5טענה  )na1אם .  סדרה חיוביתn

n

a a
a
+ nזי  א→

na a→.  

  
)תהי : 2.3.6טענה  )naאזי.  סדרה חיובית  

0אם קיים  .1 1k< n∈` 1 כך שלכל >
n

n na a k+ −   . אזי הסדרה מתכנסת≥
0אם קיים  .2 1q< n∈` 2 כך שלכל > 1 1n n n na a q a a+ + +− ≤   . אזי הסדרה מתכנסת−
  

)יהיו ):  'משפט הסנדוויץ (2.4.1משפט  ) ( ) ( ), ,n n na b c סדרות אשר מקיימות n n na b c≤  כמעט ≥
naכמו כן . תמיד L→ וגם nc L→ . אזיnb L→.  

  
0nbאם : 2.4.2למה  b→ sgn אזי ≠ sgnnb b=כמעט תמיד .  

  

0nbאם : 2.4.3למה  b→ 1 אזי ≠

nb
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . חסומה

  
)יהיו : 2.4.4משפט  ) ( ),n na bכך ש -,n na a b b→ a- ו→ b< . אזיn na b<כמעט תמיד .  

  
n,יהיו סדרות : 2.4.5משפט  nb b a a→ n כך שמתקיים → na b<אזי .  כמעט תמידa b≤.  

  
)תהי : 2.4.6למה  )nx0אזי .  סדרהnx 0nxמ " אמ→ →.  

  
)יהיו : 2.4.7משפט  ) ( ),n na bסדרות כך ש -,n na a b b→   :אזי. →

1. n na b a b+ → +  
2. n na b a b⋅ → ⋅ 

3. n

n

a a
b b

 . אם המנות מוגדרות→
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)תהי : 2.4.8למה  )nx20אזי .  סדרה 0n nx x→ ⇔ →.  
  

∩: 2.5.1משפט  ⊂M B C  
  

)תהיינה ): 25של קנטורהלמה  (2.5.2משפט  ) ( ),n na b1- כך ש 1n n n na a b b+ +≤ ≤ a,אזי קיימים . ≥ b∈\ 
a-כך ש b≤ ולכל a x b≤ n∈` n מתקיים שלכל ≥ na x b≤ 0nאם , תר על כןי. ≥ nb a−  אזי קיים →

c∈\יחיד כך ש -n na c b≤   .`∋n לכל ≥
  

)תהי ): הירושה משפט (2.6.1משפט  )nxסדרה ו -( )knxאזי.  סדרה חלקית שלה  

)אם  .1 )nx ∈B אזי ( )knx ∈B  

)אם  .2 )nx ∈N אזי ( )knx ∈N 

)אם  .3 )nx ∈C אזי ( )knx ∈C .אם , יתר על כןnx x→אזי  
knx x→ 

)אם  .4 )nx ∈M אזי ( )knx ∈M הכיוון ולכל הפחות באותה עוצמהבאותו . 
  

  .לכל סדרה יש תת סדרה מונוטונית: 2.6.2משפט 
  

  .לכל סדרה חסומה יש סדרה חלקית מתכנסת): משפט בולצאנו ויירשטראס (2.6.3מסקנה 
  

)תהי : 2.6.4משפט  )nx ∈B .p S∈0מ לכל " אמ ε< הטענה np x pε ε− < <   . נכונה באופן שכיח+
  

∅Xתהי : 2.7.1למה  ≠ ⊂ )אזי קיימת סדרה ). למטה( חסומה מלמעלה \ )nxב -Xכך ש -supnx X→ 
)infnx X→.(  
  

)תהי : 2.7.2משפט  )nx ∈B . אזיliminf , limsupn nx x S∈.  
  

)תהי : 2.7.3משפט  )nx ∈B .אזי התנאים הבאים שקולים:  
1. liminf nl x=  
0 לכלlעבור  .2 ε<מתקיים : 

nxהטענה  .2.1 l ε<   נכונה באופן שכיח+
nlהטענה  .2.2 xε−   נכונה כמעט תמיד>

  
liminf: 2.7.4משפט  ni x=  

  
)תהי : 2.7.4משפט  )nx ∈B . אזי( )liminf limsupn n nx x x= ⇔ ∈C  

  
)תהיינה : 7.5.2טענה  ) ( ),n na b ∈B . אזי( )limsup limsup limsupn n n na b a b+ ≤ +.  

  
)תהי : 2.8.1משפט  )nxאזי .  סדרה( )nx ∈Cמ " אמ( )nxסדרת קושי .  

  
)יהיו : 2.9.1משפט  ) ( ),n na bסדרות כך ש -n na b≤ לכל n∈`.  

naאם  - → nb אז ∞+ → +∞  
nbאם  - → na אז ∞− → −∞  

                                                 
25 Nested Interval Property 
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  אזי.  הוא גבול סופי של סדרהx): אריתמטיקה של גבולות אינסופיים (2.9.2משפט 
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )0 sgn

x

x x x

+ ±∞ = ±∞

±∞ + ±∞ = ±∞

≠ ⇒ ⋅ ±∞ = ⋅ ±∞

  

  

0אם : 2.9.3משפט  nx< 1 אזי 0 n
n

x
x

→ ⇔ →∞  

  
0nxאם : 2.9.4מסקנה    אזי `∋n לכל ≠

1 0

1 0

n
n

n
n

x
x

x
x

→ ⇔ →∞

→∞⇔ →
  

  
)אם : 2.9.5משפט  )nx אז ) מלמטה(ואינה חסומה מלמעלה ) יורדת( סדרה מונוטונית עולהnx → +∞ 

)nx → −∞.(  
  

nxאם : 2.9.6משפט   אזי לכל תת סדרה ∞→
knx →∞  

  
  .לכל סדרה יש גבול חלקי במובן הרחב: 2.9.7משפט 

  
למינוס (יש סדרה חלקית ששואפת לאינסוף ) למטה(עלה לכל סדרה שאינה חסומה מלמ: 2.9.8משפט 
  ).אינסוף

  
nx: 2.9.9משפט  l→מ " אמlimsup liminfn nl x x=   . כאן על תקן גבול במובן הרחבl- ו=

  

): הקריטריון של קושי (3.2.1משפט 
1

n
n

a
∞

=
0מ לכל " מתכנסת אמ∑ ε< קיים N  שלכל כך `∋

N n m< 1 מתקיים > ...n ma a ε+ + + <.  
  

אם : 3.2.2משפט 
1

n
n

a
∞

=
0na מתכנס אז ∑ →.  

  

)תהי : 33.2.טענה  )naסדרה חיובית יורדת כך ש -
1

n
n

a
∞

=
0nnaאזי .  מתכנס∑ →.  

  

אם : 3.3.1משפט 
1

n
n

a
∞

=
 מתכנס אזי ∑

1
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑

  

יהיו ): 26ההשוואהמבחן  (3.3.2משפט 
1 1 1

, ,n n n
n n n

a c d
∞ ∞ ∞

= = =
∑ ∑   :אזי.  טורים חיוביים∑

nאם  .1 na c≤כמעט תמיד ו -
1

n
n

c
∞

=
 מתכנס אזי ∑

1
n

n
a

∞

=
  . מתכנס∑

nאם  .2 nd a≤כמעט תמיד ו -
1

n
n

d
∞

=
 אז גם  מתבדר∑

1
n

n

a
∞

=
 . מתבדר∑

                                                 
26 Comparison Test 
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הטור : 3.3.3טענה 
1

1
p

n n

∞

=
1מ " מתכנס אמ∑ p<.  

  

יהיו ): מבחן ההשוואה הגבולי (3.3.4משפט 
1 1

,n n
n n

a c
∞ ∞

= =
∑   :אזי.  טורים חיוביים ממש∑

0אם  .1 lim n

n
n

a
c→∞

 אז >
1

n
n

c
∞

=
מ " מתכנס אמ∑

1
n

n

a
∞

=
  . מתכנס∑

0אם  .2 lim n

n
n

a
c→∞

- ו=
1

n
n

c
∞

=
 מתכנס אז ∑

1
n

n

a
∞

=
 . מתכנס∑

  

יהי ): מבחן המנה (3.3.5משפט 
1

n
n

a
∞

=
1ויהיו .  טור חיובי∑ 1limsup , liminfn n

n n

a au l
a a
+ +=   :אזי. =

1uאם  .1  אזי >
1

n
n

a
∞

=
   מתכנס∑

1אם  .2 l< אזי 
1

n
n

a
∞

=
 . מתבדר∑

  

יהי ): מבחן השורש (3.3.6משפט 
1

n
n

a
∞

=
limsupהי וי.  טור חיובי∑ n

nu a= .אזי:  

1uאם  .1  אז >
1

n
n

a
∞

=
  מתכנס∑

1אם  .2 u< אז 
1

n
n

a
∞

=
 . מתבדר∑

  

)תהי ): מבחן העיבוי (3.3.7משפט  )naאזי .  חיובית מונוטונית יורדת
1

n
n

a
∞

=
מ " מתכנס אמ∑

2
0
2 n

n

n
a

∞

=
∑ 

  .מתכנס
  

יהי ): מבחן רבה (3.3.8משפט 
1

n
n

a
∞

=
1 טור חיובי כך שקיימים ∑ α<ו -N N כך שלכל `∋ n< מתקיים 

11 n

n

a n
a

α+⎛ ⎞
− ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
אזי . 

1
n

n
a

∞

=
  . מתכנס∑

  
  :3.4.1משפט 

אם  .1
1

n
n

a
∞

=
 אזי S- מתכנס ל∑

1
n

n m

a
∞

= +
m ומתקיים `∋m מתכנס לכל ∑ ms r S+ =. 

- כך ש`∋mם אם קיי .2
1

n
n m

a
∞

= +
 אזי ∑

1
n

n
a

∞

=
m ומתקיים S- מתכנס ל∑ ms r S+ =. 

  
)תהי ): משפט לייבניץ (3.5.1משפט  )nxאזי . מונוטונית יורדת ממש ומתכנסת לאפס,  חיובית ממש

( ) 1

1
1 n

n
n

x
∞

+

=

10 שמקיים sלסכום .  מתכנס∑− s x< <.  

  

) זנב של הטור m-ה, בתנאי משפט לייבניץ: 3.5.2מסקנה  ) 1

1

1 n
n m

n m

a r
∞

+

= +

− 1m מתכנס ומתקיים ∑= mr a +< 

)-ו )0 1 m
mr< −.  
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יהיו ): אריתמטיקה של טורים (3.6.1משפט 
1 1

,n n
n n

a b
∞ ∞

= =
∑   אזי.  טורים מתכנסים∑

0אם : חיוביות .1 na≤ אז 
1

0 n
n

a
∞

=

≤ ∑ 

nאם : מונוטוניות .2 na b≤ אז 
1 1

n n
n n

a b
∞ ∞

= =

≤∑ ∑ 

 :לינאריות .3

3.1. ( )
1 1 1

n n n n
n n n

a b a b
∞ ∞ ∞

= = =

+ = +∑ ∑ ∑ 

3.2. ( )
1 1

n n
n n

k a ka
∞ ∞

= =

=∑ ∑ 

  
)יהיו סדרות ): הלמה של אבל (3.7.1משפט  ) ( ),n na b1- ו m n< אזי . >

( )1 1 1 1

n n

k k n n m m k k k
k m k m

a b a B a B a a B+ + + +
= =

= − − −∑ ר  כאש∑
1

1

k

k i
i

B b
−

=

= ∑.  

  

יהיו ): קריטריון דיריכלה (3.7.2משפט 
1

n
n

b
∞

=
)- טור חסום ו∑ )naסדרה חיובית מונוטונית שואפת לאפס  .

אזי הטור 
1

n n
n

a b
∞

=
  .כנס מת∑

  

אם ): קריטריון אבל (3.7.3מסקנה 
1

n
n

b
∞

=
)- מתכנס ו∑ )na מונוטונית וחסומה אזי 

1
n n

n
a b

∞

=
  . מתכנס∑

  
 אזי לאותו סכום יתכנס כל טור שמתקבל Sאם טור מתכנס וסכומו ): חוק הצירוף (3.7.4משפט 

  .י הכנסת סוגריים"מהראשון ע
  

יהי : 3.7.5משפט 
1

n
n

b
∞

=
 טור מתכנס שהתקבל מטור ∑

1
n

n
a

∞

=
י הכנסת סוגריים כך שכל האיברים בתוך " ע∑

אזי . הסוגריים בעלי אותו סימן
1

n
n

a
∞

=
 מתכנס ולאותו סכום כמו ∑

1
n

n

b
∞

=
∑.  

  

יהי ): חוק החילוף (3.8.6משפט 
1

n
n

a
∞

=
)אם .  טור חיובי מתכנס∑ )nbי שינוי סדר של " התקבלה ע( )na 

אז
1 1

n n
n n

a b
∞ ∞

= =

=∑ ∑.  

  

יהי : 3.8.7למה 
1

n
n

a
∞

=
,נסמן .  טור מתכנס בהחלט∑

2 2
n n n n

n n

a a a a
P N

+ −
= אזי . =

1 1
,n n

n n
P N

∞ ∞

= =
∑ ∑ 

Sמתכנסים ומתקיים  P N=  כאשר −
1 1 1

, ,n n n
n n n

S a P P N N
∞ ∞ ∞

= = =

= = =∑ ∑ אם , ולהפך. ∑
1 1

,n n
n n

P N
∞ ∞

= =
∑ ∑ 

מתכנסים אז 
1

n
n

a
∞

=
  .תכנס בהחלט מ∑

  

יהי ): משפט החילוף (3.8.7משפט 
1

n
n

a
∞

=
ויהי .  טור מתכנס בהחלט∑

1
n

n
b

∞

=
י שינוי סדר " טור שהתקבל ע∑

של 
1

n
n

a
∞

=
אזי . ∑

1 1
n n

n n

a b
∞ ∞

= =

=∑ ∑.  
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אם ): משפט רימן (3.8.8משפט 
1

n
n

a
∞

=
 קיים סידור כלשהו לאיברי הטור \∋s אז לכל  מתכנס בתנאי∑

( )n p nb a=כך ש -
1

n
n

s b
∞

=

= ∑.  

  

יהיו :  3.8.1משפט 
1

n
n

a
∞

=
- ו∑

1
n

n

b
∞

=
נגדיר .  בהתאמהb- וa טורים מתכנסים בהחלט עם סכומים ∑

n i j
i j n

c a b
∞

+ =

= אזי . 27∑
1

n
n

c
∞

=
c ומתקיים c- מתכנס ל∑ ab=.  

  
10יהיו ): אי שוויון הממוצעים (11.4.משפט  ,..., na a≤   אזי. \∋

Arithmetic AverageHarmonic Average
Geometric Average

1
1

1

...1 ...
1 1...

nn
n

n

a a
a a

n
a a

+ +
≤ ⋅ ⋅ ≤

+ +


����
���� 
����
  

  

11י "דרת עהסדרה המוג: 21.4.טענה 
n

na
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . מתכנסת

  
  . אזי הוא יחידa- בfאם קיים הגבול של : 5.3.1משפט 

  
)מ " אמa- רציפה בfאזי . a מוגדרת בסביבה של fתהי : 5.3.2משפט  ) ( )lim

x a
f a f x

→
=.  

  
  .גבול לפי קושי שקולה להגדרת הגבול לפי היינההגדרת ה: 5.3.3משפט 

  
) ):קריטריון קושי (5.3.4משפט  )lim

x a
f x l

→
0מ לכל " אמ= ε< 0 קיים δ< כך שלכל ,x yשמקיימים  

0 ,0x a y aδ δ< − < < − ) מתקיים > ) ( )f x f y ε− <.  
  

)אם : 5.3.5משפט  )0 lim
x a

l f x
→

≠ q אזי לכל = l< קיימת סביבה מנוקבת של a שבה ( )q f x<.  
  

)נניח שקיימים ): אריתמטיקה של גבולות (5.4.1משפט  ) ( )lim ,lim
x a x a

f x g x
→ →

  :אזי. 

1. ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +  

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅ 

)אם  .3 ) 0g x )- ו≠ )lim 0
x a

g x
→

) אזי ≠ )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x
g x g x

→

→
→

= 

  
)יהיו ): -משפט ה (5.4.2משפט  ) ( ) ( ), ,f x g x h xפונקציות כך ש -( ) ( ) ( )f x g x h x≤  בסביבה ≥

)אם . aמנוקבת כלשהי של  ) ( )lim lim
x a x a

f x h x l
→ →

= ) אזי = )lim
x a

l g x
→

=.  
  

  :אם מתקיימים התנאים הבאים): כלל ההצבה (5.4.3משפט 
1. ( )lim

x a
g x b

→
=  

)- כך שaקיימת סביבת מנוקבת של  .2 )g x b≠ 

                                                 
 זהו סידור קושי 27



 79

3. ( )lim
x b

f x l
→

= 

)אז  )( )lim
x a

f g x l
→

=  
  

): 5.5.1משפט  )lim
x a

f x l
+→

)מ לכל " אמ= )nxשמקיימת :  

1. n fx D∈  
2. na x< 
3. nx a→ 

)מתקיים  )nf x l→.  
  

)אזי . a מוגדרת בסביבה מנוקדת של fתהי : 5.5.2משפט  ) ( )lim lim
x a x a

f x l f x
+ −→ →

= מ " אמ=

( )lim
x a

f x l
→

=.  
  

  :אזי התנאים הבאים שקולים. aשל ) לא מנוקדת( מוגדרת בסביבה fתהי : 5.5.3משפט 
0לכל  .1 ε< 0 קיים δ< כך שלכל x אם x a δ− ) אז > ) ( )f x f a ε− <  
2. ( ) ( )lim

x a
f x f a

→
= 

)לכל  .3 )nxכך ש -nx a→ מתקיים ( ) ( )nf x f a→ 
  

  .שמאל גם מימין וגם מa- רציפה בfמ " אמa- רציפה בf: 5.5.4משפט 
  

a, ויהיו I רציפה בקטע fתהי ): משפט האפסים של ויירשטראס (5.6.1משפט  b I∈ . אם
( ) ( ) 0f a f b⋅ c אזי קיים > I∈ בין a לבין bכך ש -( ) 0f c =.  

  
)אזי . I רציפה בקטע fתהי ): משפט ערך הביניים (5.6.2מסקנה  )J f I=הינו קטע .  

  
] רציפה בקטע הסגור fתהי ): משפט החסימות (5.6.3משפט  ],a b . אזיfחסומה ב -[ ],a b.  

  
] רציפה בקטע הסגור fתהי : 5.6.4משפט  ],a b . אזיfמקבלת ב -[ ],a b הן ערך מקסימלי והן ערך 
  .מינימלי

  
)- מונוטונית עולה בfתהי : 5.7.1משפט  ),a b . לכל( )0 ,x a b∈ קיימים ( ) ( )

0 0

lim , lim
x x x x

f x f x
+ −→ →

 ומתקיים 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0 0sup , lim lim inf ,
x x x x

f a x f x f x f x f x b
− +→ →

= ≤ ≤ =.  

  
0באותם התנאים אם : 5.7.2מסקנה  0a x y b< <    אז>

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

lim lim lim lim
x x x x x y x y

f x f x f x f x f y f x
− + − +→ → → →

≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

  
Iיהי : 5.7.3משפט  ⊂ f:- קטע ו\ I )מ " אמI-ה ב רציפfאזי .  מונוטונית\→ )J f I=קטע .  

  
  . מונוטונית בקטע הינה בת מניהfקבוצת נקודות האי רציפות של : 5.8.1טענה 

  
): 5.9.1משפט  )lim

x
f x l

→∞
)מ לכל סדרה " אמ= )nxכך ש -n fx D∈ו -nx ) מתקיים ∞→ )nf x l→.  
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  - כך שgאזי קיימת פונקציה . Iממש בקטע ) יורדת( רציפה ועולה fתהי : 5.10.1משפט 
1. ( )gJ D f I= =  
2. g הפוכה של f 
3. g ממש ב) יורדת( עולה-J 
4. gרציפה ב -J 
  

0ם מ קיי"ש אמ" אינה רציפה שם במA- המוגדרת בfפונקציה : 5.11.1משפט  ε<וסדרות ב -A 
( ) ( ),n nx y 0 אשר מקיימותn nx y− ) אבל → ) ( )n nf x f y ε− ≥.  

  
]- רציפה בfאם : 5.11.2משפט  ],a bש" אזי היא רציפה שם במ.  

  
)קושי  אזי לכל סדרת A-ש ב" רציפה במfאם : 5.11.3משפט  )nxב -A גם ( )nf xסדרת קושי .  

  
)- מוגדרת ורציפה בfתהי : 5.12.4משפט  ),a b . אזיfש ב" רציפה במ-( ),a bמ " אמf ניתנת 

]-להרחבה רציפה ב ],a b.  
  

:מ קיימת " אמa- גזירה בf: 6.1.1משפט  Iϕ )- כך שa- רציפה ב\→ )( ) ( ) ( )x x a f x f aϕ − = − 
)ואז  ) ( ) ( )lim '

x a
a x f aϕ ϕ

→
= =.  

  
  .a- רציפה בf אזי a- גזירה בfאם : 6.1.2משפט 

  
f,תהיינה : )אריתמטיקה של נגזרות (6.2.1משפט  gגזירות ב -a I∈ .אזי  

1. ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'f g a f a g a+ = +  
2. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'fg a f a g a f a g a= + 

)אם  .3 ) 0g a ) אז ≠ ) ( )
( )2

'1 '
g a

a
g g a

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

)אם  .4 ) 0g a ) אז ≠ ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

' '
'

f a g a g a f af a
g g a

−⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

  
)- גזירה בf- וa- גזירה בgתהיינה ): כלל השרשרת (6.2.2משפט  )b g a= . אזיf gDגזירה ב -a 

)ומתקיים  ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'f g a f g a g a= ⋅D.  
  

f:תהי : 6.3.1משפט  I → ) ומקיימת a-גזירה ב,  פונקציה הפיכה בקטע\ )' 0f a  הפונקציה gתהי . ≠

)- גזירה בgאז . ההפוכה שלה )b f a= ומתקיים ( ) ( )
1'
'

g b
f a

=.  

  
f:אם ): משפט פרמה (6.4.1משפט  I → aבנקודה פנימית ) מינימום( מקבלת מקסימום \ I∈ו -f 

)אזי , גזירה בה )' 0f a =.  
  

]- רציפה בfתהי ): משפט רול (6.4.2משפט  ],a bוגזירה ב -( ),a b . אם( ) ( )f a f b= אזי קיים 
a c b< ) - כך ש> )' 0f c =.  
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]- רציפה בfתהי ): 'משפט לגרנז (6.4.3משפט  ],a bוגזירה ב -( ),a b . אזי קייםa c b< - כך ש>

( ) ( ) ( )
'

f b f a
f c

b a
−

=
−

.  

  
f,תהיינה ): משפט קושי (6.4.4משפט  gרציפות ב -[ ],a bוגזירות ב -( ),a b וכן ' 0g )- ב≠ ),a bו -

( ) ( )g a g b≠ . אזי קייםa c b< )- כך ש> ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'
'

f b f a f c
g b g a g c

−
=

−
.  

  
  .I-יים ב תכונת ערך הבינf'-אזי ל. I גזירה בקטע fתהי : 6.4.5משפט 

  
  
  
  
 


